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Résumé

Les logiques sont de puissants outils qui permettent la spécification de systémes informatiques
et la preuve de l'adéquation de leurs implantations avec ces spécifications. Dans le cadre des
logiques sous-structurelles, nous mettons en place des outils de démonstration automatique et
de construction de contre-modéles. Ces logiques intégrent la notion de ressource : au niveau de
la recherche de preuve, la gestion des ressources permet la mise en place de procédures plus
efficaces; au niveau de l'interprétation sémantique, la notion de ressource permet de construire
des modeéles fidéles et complets.

Nous établissons un lien entre la notion syntaxique de réfutation et la notion sémantique de
contre-modéle. Nous en déduisons des méthodes de démonstration de la propriété des modéles
finis ainsi que des algorithmes de construction de contre-modéles. En logique intuitionniste pro-
positionnelle, la gestion fine des ressources permet d’en déduire une implantation efficace de la
recherche de preuves. En logique intuitionniste linéaire, les modéles & base de ressources per-
mettent une preuve élégante de la propriété des modéles finis. Nous établissons un lien entre la
sémantique des ressources et la sémantique & base de réseaux de Petri, ce qui permet de raffiner
les résultats de complétude partiels connus jusqu’alors.

Mots-clés: Déduction automatique et recherche de preuve, sémantique et modéles, logiques
intuitionniste et linéaire, gestion efficace des ressources.

Abstract

Logics can be used as powerful tools for specifying computer systems and proving the
soundness of their implementations with respect to these specifications. In the field of substruc-
tural logics, we develop tools and methods for automated deduction and counter-model genera-
tion. These logics involve the notion of resource : at the level of proof-search, the management
of resources enables more efficient procedures; at the semantic level, resource models provide
sound and complete interpretations.

We develop a link between the syntactic notion of refutation and the semantic notion of
counter-model. We deduce methods for proving the finite model property and algorithms for
building counter-models. In propositional intuitionistic logic, we are able to provide an efficient
implementation of a proof-search procedure, based on a fine management of resources. In intu-
itionistic linear logic, resource based models constitute the core of an elegant proof of the finite
model property. Furthermore, we establish a link between resource models and Petri net based
models, from which we improve the preceding partial completeness results.

Keywords: Automated deduction and proof search, models and semantic, intuitionistic and
linear logics, efficient resource management.
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INTRODUCTION

Les logiques formelles sont des outils qui permettent, entre autres, de modéliser et de prouver
des propriétés de systémes informatiques, dans le but de les rendre plus fiables. L’exemple le plus
simple est certainement celui de la logique classique propositionnelle qui permet de spécifier et
prouver certaines propriétés des circuits logiques que 'on trouve a l'intérieur de toutes les puces
ou microprocesseurs. Cependant, la prise en compte de certaines propriétés qui ne jouaient pas
un role déterminant auparavant, du fait de la formidable miniaturisation des circuits, est devenue
souhaitable voir nécessaire dans la conception des circuits. Un exemple important est celui des
propriétés temporelles des circuits logiques. La complexité des puces est devenue telle que la
vérification d’autres types de propriétés de ces circuits va devenir de plus en plus indispensable.

L’utilisation de la logique formelle pour certifier des systémes informatiques nous améne
I’étude et la conception d’outils automatiques ou semi-automatiques de construction de pro-
grammes et de preuves [PM 93]. Bien que la logique classique puisse étre utilisée dans de nom-
breux cas, dans le cadre intuitionniste, 'isomorphisme de Curry-Howard [How 80, Gir 89, Coq 90]
exprime une correspondance directe entre les types des programmes fonctionnels et les formules
logiques d’une part, et entre les programmes et les preuves des formules logiques d’autre part.
Cette correspondance peut-étre étendue au cas des logiques sous-structurelles [SH 93] qui ont
émergé car elles permettent la modélisation du concept de ressource. La notion de ressource est
alors naturellement intégrée dans le langage des types |Bie 96]. Dans le cadre de la program-
mation fonctionnelle, ces logiques permettent de considérer des extensions du A-calcul prenant
en compte la gestion des ressources [Abr 93, Lin 92al. Un deuxiéme aspect de 'isomorphisme
de Curry-Howard est la construction automatique d’un programme (ou d’un systéme) a par-
tir de la preuve formelle d’une spécification, ce programme étant alors certifié conforme & la
spécification [Nor 90, Bar 94].

Si la spécification reste a la charge du concepteur du systéme, la preuve de cette spécification
ou celle de 'adéquation d’un systéme avec cette spécification peut donc parfois se faire de maniére
complétement automatique : c’est le cas par exemple en logique classique propositionnelle et
aussi en logique intuitionniste propositionnelle comme nous le verrons. Mais méme dans ces cas
simples, la vérification de la validité d’une proposition logique est un probléme complexe : la
logique classique est NP-compléte et la logique intuitionniste PSPACE-compléte [Sta 79]. Entre
autres, les meilleurs algorithmes que 1’on connaisse sont exponentiels en temps. Le développement
de méthodes pour décider de la validité des propositions reste donc d’actualité méme dans ces
logiques élémentaires.

Ce probléme peut étre abordé de deux maniéres duales. La recherche d’une preuve d’une
proposition a partir d’axiomes et d’un systéme de régles d’inférence est une maniére d’aborder ce
probléme. Elle est fondée sur la théorie de la preuve [Tro 96], qui a pour but I’étude combinatoire
des preuves en tant qu'objets. Cette théorie permet de décrire ’ensemble des propositions valides
de maniére extensionnelle, c¢’est-a-dire fournit des méthodes pour construire effectivement des
propositions valides.
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L’autre maniére d’aborder le probléme de la validité d’une proposition est 'utilisation de la
théorie des modéles [Cha 73|. Son but est de fournir des outils d’interprétation des propositions
dans des structures mathématiques, en leur donnant ainsi un sens : c’est ce que 'on appelle
aussi la sémantique. Les propriétés de 'interprétation peuvent permettre d’apporter une réponse
négative & la validité d’une proposition. On obtient alors ce que ’on appelle un contre-modéle.
Il constitue un argument synthétique qui permet d’affirmer I'invalidité d’'une proposition.? En
ce sens, la théorie des modéles est duale & la théorie de la preuve car elle décrit les propositions
valides de maniére intentionnelle, en fournissant des critéres de validité qui permettent d’exclure
certaines propositions invalides.

Notre étude porte sur les méthodes de recherche de preuves et l'analyse de ’échec de cette
recherche dans le but de construire des contre-modéles : nous verrons que 1’échec correspond
a la construction d’une réfutation de laquelle on cherche a extraire les informations permettant
d’engendrer un contre-modéle. La complétude d’un systéme logique par rapport & une sémantique
donnée nous permet d’aborder le probléme de deux maniéres. Pour une sémantique fixée, il est
possible de raffiner un systéme dans le but d’optimiser la recherche de preuve. De maniére
duale, pour un systéme logique fixé, nous pouvons étudier diverses interprétations sémantiques
de maniére a choisir celles qui se prétent la mieux & la représentation des contre-modéles.

Une preuve de complétude sémantique constructive contient en son sein la donnée d’un algo-
rithme de construction de contre-modéles. Nous montrons qu’il est possible de fonder une preuve
de complétude sur un algorithme qui construit, pour une formule logique donnée, soit une preuve,
soit une réfutation, en combinaison avec une procédure qui construit un contre-modéle & partir
d’une réfutation. Si la sémantique est basée sur une classe de modéles finis, nous obtenons par
14 méme une démonstration de la propriété des modéles finis.

Cette thése porte sur ’étude de la logique intuitionniste propositionnelle et de la logique
intuitionniste linéaire propositionnelle aussi bien du point de vue de la théorie de la preuve que
du point de vue de la théorie des modéles. Nous étudions la complétude de systémes de régles
d’inférence ainsi que celle de sémantiques, pour ces deux logiques. Nous en dérivons des techniques
de construction de preuves ou de contre-modéles. Dans le cas de la logique intuitionniste, nous
fournissons de plus un algorithme efficace® qui utilise ces techniques pour fournir une preuve ou
un contre-modéle de n’importe quelle proposition intuitionniste.

Du point de vue de la théorie de la preuve, nous présentons des systémes de régles qui ont
la propriété suivante : l'espace de recherche de preuve est fini. On dit que ces systémes sont
analytiques. S’ils sont complets, n'importe quel algorithme de recherche de preuve fournit une
procédure de décision pour la validité. De point de vue de la théorie des modéles, nous nous
intéressons a la propriété des modéles finis, ¢’est-a-dire la recherche d’une classe de modéles finis
pour laquelle la logique est compléte. La propriété des modeéles finis est une autre condition
suffisante a la décidabilité d’une logique.

Ces deux approches convergent en la notion de réfutation qui est une notion syntaxique duale
& celle de preuve, contrairement a celle de contre-modéle, qui est une notion sémantique duale
a celle de preuve. Le concept de réfutation constitue un lien entre les critéres d’analycité et de
propriété des modéles finis : dans un systéme analytique, toute proposition invalide admet une
réfutation finie et nous montrons comment il est possible de construire un contre-modéle fini
a partir d’une telle réfutation. Cette transformation est trés simple dans le cadre de la logique
intuitionniste mais reste plus complexe dans la version linéaire. D’ailleurs, d’une maniére plutot
surprenante, la propriété des modéles finis pour la logique intuitionniste linéaire n’est acquise

2Par opposition & I’échec d’une recherche de preuve, qui n’a rien de synthétique en général.
3Par rapport aux algorithmes préexistants.



que depuis des travaux trés récents [Oka |.

La thése se divise en quatre parties. Dans les deux premiéres, nous présentons les concepts
a la fois syntaxiques (théorie de la preuve) et sémantiques (théorie des modéles) qui permettent
d’étudier la logique intuitionniste (resp. intuitionniste linéaire) dans la troisiéme (resp. quatriéme)
partie.

Dans la premiére partie, nous rappelons les notions de systéme de régles d’inférence et de
preuve sous la forme d’arbre. Nous introduisons la notion de réfutation comme une notion duale &
celle de preuve. Nous présentons la problématique de la recherche de preuves, a savoir d’une part,
comment assurer la complétude et la terminaison d’un algorithme de recherche de preuves basé
sur un systéme de régles d’inférence, et d’autre part, quelles sont les informations que ’'on peut
obtenir dans la cas oil la recherche de preuves échoue. Nous définissons les notions de systéme
analytique et de co-validité d’un systéme de régles d’inférence, qui combinées, garantissent la
complétude et la terminaison de la recherche de preuves. D’autre part, nous définissons la notion
de réfutation, duale & la notion de preuve. Nous montrons qu’il est possible de construire une
réfutation lorsque que l’algorithme de recherche de preuve échoue. De cette réfutation, nous
pourrons extraire les informations suffisante a la construction d’un contre-modéle.

Dans la deuxiéme partie, nous développons les concepts sémantiques qui permettent de
construire les modéles des deux logiques étudiées. Aprés des rappels généraux sur la complé-
tion des ensembles ordonnés a partir de clétures et sur la notion de monoide, nous approchons
le probléme de la construction de modeéles & travers une analyse des relations entre monoides
ordonnés, espaces de phases et quantales. La notion de quantale et celle d’algébre de Heyting
compléte, qui en est un cas particulier, permettent de construire les sémantiques algébriques des
deux logiques. Nous introduisons une nouvelle technique de complétion d’un monoide ordonné
en quantale basée sur la notion de plus grande prétopologie. Cette construction est au cceur du
résultat de complétude et de propriété des modéles finis présenté dans la partie 4.

Dans une troisiéme partie, nous nous intéressons a la logique intuitionniste. Elle est introduite
par le biais du calcul des séquents de Gentzen mais les résultats fondamentaux sont obtenus &
partir de systémes dérivés du calcul LJT [Dyc 92]. Nous montrons la complétude de ce systéme
par le biais des techniques présentées dans la premiére partie, ce qui nous donne directement la
complétude, la propriété des modéles finis et un algorithme de construction de preuves ou de
contre-modeéles de Kripke. Dans un deuxiéme temps, nous mettons en ceuvre des techniques de
partage de ressources (qui sont ici les formules logiques) de maniére & supprimer les duplications
de sous-formules au sein du systéme LJT. Nous définissons le systéme SLJ dans lequel une forme
de duplication a été supprimée. Nous démontrons les résultats de complétude et de propriété de
modéles finis pour ce systéme. Nous décrivons un algorithme qui permet de construire soit une
preuve, soit un contre-modéle d’une formule intuitionniste donnée. Cet algorithme est extrait
de la preuve constructive de complétude sémantique de SLJ. Enfin, en représentant les formules
et les séquents par des arbres, nous mettons en ceuvre une technique de partage structurel. Le
systéme STRIP peut-étre vu comme une implantation linéaire de LJT, c’est-a-dire ol toutes les
duplications ont été « absorbées » par le partage des formules. Au niveau sémantique, il posséde
les mémes propriétés que SLJ dont il est issu, autrement dit, il existe un algorithme qui construit
soit des preuves, soit des contre-modéles. Si 'on ne considére que I’exploration de ’espace de
recherche de preuve, cet algorithme s’exécute dans un espace mémoire de taille O(nlogn) ou n
est la taille de la formule & étudier. Nous décrivons les choix d’implantation de ce systéme et les
bonnes propriétés de complexité dérivées de la linéarité.

Dans la quatriéme partie, nous présentons plusieurs sémantiques de la logique intuitionniste
linéaire dont la complétude et la propriété de modéles finis sont prouvées. Elles viennent complé-
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ter des études préalables sur 'utilisation de réseaux de Petri [Eng 97] comme base sémantique
a la logique linéaire. Ces travaux pouvaient laisser croire en 'inadéquation des réseaux de Petri
comme modéles complets de la logique linéaire, car seuls des résultats partiels de complétude
dans des fragments de LLI étaient proposés. Nous montrerons qu’il n’en est rien. Nous présentons
la sémantique algébrique, la sémantique des phases et une sémantique basée sur la notion de mo-
noide ordonné. La notion de plus grande prétopologie est mise en ceuvre dans la définition d’une
nouvelle sémantique basée sur la notion de ressource. Elle généralise toutes les sémantiques précé-
dentes. Pour cette nouvelle sémantique, nous montrons la complétude avec une technique fondée
sur la recherche de preuve et utilisant la notion d’arbre de réfutation. De plus, nous montrons
qu’il existe une technique naturelle de transformation d’une réfutation finie en un contre-modéle
fini sous la forme d’un espace de ressources. Nous en déduisons la propriété des modeéles finis.
Nous présentons la construction effective d’un contre-modéle d’une formule invalide. Les relations
que nous avons établies entre les différentes sémantiques nous permettent de dériver les propriétés
de complétude et de modeéles finis pour les autres interprétations & partir de la sémantique des
ressources. Nous en dérivons une nouvelle sémantique de la logique linéaire intuitionniste fondée
sur les réseaux de Petri, qui, elle, est compléte pour tout LLI. Nous la comparons a la sémantique
préexistante et discutons la problématique de la construction automatique de contre-modéles.

Dans la conclusion, nous présentons un certain nombre de perspectives. Suite aux travaux et
résultats sur la recherche de preuve dans LI, nous pouvons notamment envisager la généralisation
des techniques de gestion des ressources et de partage a d’autres logiques intuitionnistes ainsi
que les problémes de réduction de la taille des contre-modéles. Dans le cadre de I’étude sur la
sémantique de LLI, le probléme de la construction automatique de contre-modéles nous ameéne
a rechercher les formes les plus adaptées de représentation des contre-modéles. Les réseaux de
Petri étant un bon modéle de LLI, il est également important d’étudier les conséquences de notre
nouvelle sémantique du point de vue de la spécification et du raisonnement sur ces réseaux.



1 | PREUVES ET REFUTATIONS

Introduction

Cette premiére partie s’attache a définir un langage, des notations et quelques concepts fon-
damentaux de la recherche de preuves. Ils seront mis en ceuvre en permanence pour aborder la
recherche de preuves dans les logiques intuitionniste au chapitre 3 et intuitionniste linéaire au
chapitre 4. Notre présentation sera trés générale mais des exemples concrets viendront systémati-
quement illustrer les notions introduites. Le concept de départ de notre présentation est celui de
proposition. De maniére simple, on peut considérer qu'une proposition est une entité & laquelle
on peut attacher une notion de validité logique. Nous décrirons des méthodes pour définir cette
validité.

Nous introduisons les notions de systéme déductif puis de systéme déductif défini & partir
d’un systéme de regles d’inférence. Ensuite, nous présentons la notion syntaxique fondamentale
de preuve vue comme un arbre décoré par des propositions. Vient ensuite la notion moins ré-
pandue de réfutation qui est un concept syntaxique dual & celui de preuve.* Nous étudions sous
quelles conditions I'existence d’une réfutation caractérise l'invalidité d’une proposition. Ceci nous
conduit & mettre en évidence les notions de co-validité et d’analycité. Nous discutons également
la problématique de la recherche et de la construction automatique de preuves ou de réfuta-
tions dans les systémes analytiques et décrivons une méthodologie pour établir la co-validité de
systémes de régles.

1.1 Systémes déductifs

Définition 1.1.1 (Systéme déductif) Un systéme déductif est une paire (P,IF) ot P est
un ensemble dont les éléments sont appelés propositions (logiques) et - C P une relation
unaire® sur P appelée relation de validité.

Nous écrirons IFP lorsque la proposition P est un élément de IF. Dans le cas contraire, nous
écrirons WP. Une proposition P vérifiant IFP est dite valide et est dite invalide si ¥P. Les
propositions, qui resteront pour toute cette partie des éléments abstraits —mis a part dans
les exemples & venir,— peuvent étre soit des formules logiques dans le cas des systémes de
Hilbert | Tro 96], soit des séquents dans le cadre du calcul des séquents 3.1.2 soit encore d’autres
structures plus complexes comme des arbres 3.5.1.

L’exemple le plus simple d’ensemble de propositions que ’on puisse imaginer est 1’algébre de
Boole suivante : ({0,1},{1}) ou K0 et IF1. Un exemple plus complexe est donné en figure 1.1.
Il y est décrit de maniére récursive ’ensemble des formules de la logique propositionnelle en

YCette dualité entre preuves et réfutations et la correspondance entre réfutations et contre-modéles sera au
centre de nos réflexions.
5(C’est-a-dire un sous-ensemble de P.
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Cst |C==TI|F
Var |V =X |Y |Z]|...
Form | F =V |C|FANF|FVF|F—F

-A
A~ B

A—F
(A= B)AN(B—A)

(1> 11>

Fia. 1.1 — Les formules de la logique propositionnelle.

notation BNF. Dans ce cas P = Form. Mais la structure des propositions peut étre encore plus
sophistiquée. Par exemple, dans le cadre du calcul des séquents, les propositions ne sont pas les
formules mais les séquents. Un séquent (commutatif intuitionniste) est une paire (I', A) notée
I'FA ou I est un multi-ensemble (une liste on 'ordre est ignoré) de formules et A est une formule,
voir en section 2.3.1 pour une définition plus précise. Par exemple A, A, A — BFC A D est un
séquent.

Décrire la relation de validité pour I’ensemble Form peut se faire de plusieurs maniéres. De
maniére intensionnelle, on peut donner un critére de validité en projetant un systéme déductif
P sur un autre pour lequel la validité est déja définie. Ainsi la sémantique de Boole consiste
a projeter P sur {0,1} en associant une valeur de vérité a chaque formule. Nous décrirons ce
procédé appelé interprétation plus en détails en section 2.6 chapitre 2.

On peut aussi définir la validité de maniére extensionnelle en donnant une méthode pour
construire les éléments valides. Ceci se fait généralement en donnant un systéme de régles qui
permettent de déduire la validité de certaines formules (ou plus généralement de propositions)
& partir d’autres dont la validité est soit acquise, soit déja établie. Par exemple, en section 1.2
figure 1.2 nous décrivons un systéme de Hilbert pour définir la validité en logique intuitionniste.

La problématique générale en recherche de preuves est de partir d’une relation de validité
définie de maniére extensionnelle par un systéme de régles et d’en déduire un algorithme de
décision efficace pour cette relation, donc une description intentionnelle, ¢’est-a-dire un nouveau
critére de validité.

1.2 Reégles logiques et systémes

Pour toute la suite de cette partie, nous considérons un systéme déductif (P, IF) fixe.

Définition 1.2.1 (Reégle d’inférence) Une régle d’inférence n-aire est un sous-ensemble
R C Pt clest-a-dire un ensemble de (n -+ 1)-uplets (Hy, ..., H,,C) € R appelés instances de
la régle R.

Nous utiliserons la notation Hy,...,H, » C [R] pour une instance de régle (dans le texte)
ou bien la notation usuelle pour plus de lisibilité dans certains cas :

H ... H,
C

[R]

Les propositions H1, ..., H, sont appelées prémisses et C est appelée la conclusion. Le lecteur
aura sans doute remarqué que nous ne donnons pas ici la définition la plus générale puisqu’il
existe des systémes ou les instances de régles peuvent avoir un nombre arbitrairement grand de
prémisses [Dyc 99]. Mais cette définition nous suffira pour cette thése. Dans le cas particulier ou
n = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de prémisse, la régle est appelée axiome. Les autres régles
—qui ont au moins une prémisse — sont appelées régles de déduction. On notera que nous
ne ferons pas toujours la distinction entre régle et instance de régle par la suite.
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L’application d’une régle consiste a déduire (la validité de) la conclusion C' & partir (de
la validité) des prémisses Hi, ..., H,. Dans un processus d’analyse des propositions comme par
exemple la recherche de preuves, ’application inverse d’une régle correspond aux rempla-
cements de I’étude de la conclusion C par I'étude des prémisses Hy,..., H,. Pour le calcul des
séquents par exemple, qui est basé sur le principe de la décomposition des formules, on choisit
une formule principale que 'on décompose suivant la régle qui correspond au connecteur
logique le plus extérieur de la formule principale et sa position dans le séquent — voir aussi
section 3.1.2.

Définition 1.2.2 (Relation close, régle valide) Une relation unaire > C P est dite close
pour une régle [R] si pour chacune de ses instances Hy,..., H, » C [R], la relation » C est
vrate dés que toutes les relations > H; sont vraies. Une régle est dite valide si la relation de
validité I+ est close pour cette régle.

Par exemple, on considere que la régle d’inférence la plus connue est celle du modus ponens,

A— B A fmp]
B

qui correspond a l'ensemble des instances A — B, A » B [mp] ot A et B peuvent prendre n’im-
porte quelle valeur dans I'ensemble des formules Form. Cette régle est valide pour la logique
classique — c’est-a-dire quand la validité IF est définie comme telle,— mais pour bien d’autres
logiques aussi, comme les logiques intuitionnistes, modales...

Le lecteur pourra noter qu’on ne considére généralement que des régles valides, soit parce
que la relation IF est définie a partir de ces mémes régles — voir la définition 1.2.5,— soit parce
que les régles ont été choisies de maniére appropriée. Lorsqu’un axiome » C' [Ax] est valide, la
conclusion C' de cet axiome® est valide, i.e. IFC. Les axiomes sont des propositions considérées
comme valides a priori.

Définition 1.2.3 (Prémisse et régle inversible) Une prémisse i (pour 1 < i < n) d’une
régle n-aire [R| est dite inversible si pour chaque instance Hy,...,H, » C [R], la proposition
H; est valide (IFH;) dés que la conclusion C Uest (IFC). Une régle est dite inversible si toutes
ses prémisses le sont.

Autrement dit, la prémisse H; est inversible si et seulement si la régle C » H; est valide. Par
exemple, dans la régle du modus ponens A — B, A » B [mp], la premiére prémisse A — B est
inversible en logique classique ainsi qu’en logique intuitionniste. Ceci veut dire que pour que B
soit valide, il faut au moins que A— B le soit. Par contre la deuxiéme prémisse ne 'est évidement
pas — sinon n’importe quelle formule serait valide.

En logique classique ou intuitionniste la régle A, B » A A B [AR] est inversible car A A B
est valide si et seulement si A et B le sont. Les prémisses et régles inversibles permettent des
simplifications dans les arbres de réfutations (voir section 1.6.) Du point de vue de la recherche de
preuves, elles permettent d’éviter le retour arriére (ou back-tracking, voir section 3.5 chapitre 3.)

Par contre la régle [—1] du systéme G2i présenté un figure 1.3 :

I'A—-BFA T,BFC
IN'A—BFC

—1)

6Plutot faudrait-il dire instance d’axiome.
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- Le systéme Hi
(ANB)— A, (AN B)— B,
A—>B—> (AN B)
A— (AVB),B— (AV B),
A_)B; A [mp] [v-Ax] { A—>C (B—-C)—(AvB)—C

(A-B—-(C)—(A—B)—A—-C
[Cst-Ax] F—A,A—T

[-Ax] {A—>B—>A

FiGg. 1.2 — Systéme de Hi Hilbert pour la logique intuitionniste, LI.

Le systéme G2i
——— [Ax]
r,[A]H[4]
— [Fi] —— [T&]
I,F|-C IH|[T]
r=cC T'HA
— [Tl ————— [Vg]
r[T-c refave]
ILAFC TI,B+C I'+B
VL] ————— [V&]
TJAvB|-C I'-[Av B
I'A,BFC 'A TIFB
[AL] AR]
I,|AABJ-C I'+[AnB|
LA—-B+FA TI,B-C ] TLAFB )
—L
r,|A-BJ-C w

Fia. 1.3 — Calcul des séquents G2i pour la logique intuitionniste, LI.

n’est pas inversible en sa premiére prémisse. Les régles [\/}3] et [\/%] ne sont pas inversibles non
plus. Au chapitre 3, nous étudierons les conséquences de ces non-inversibilités au niveau de la
construction automatique des preuves.

Définition 1.2.4 (Systéme de régles) Un systéme de régles est un ensemble de régles. Un
systeme est valide si toutes ses régles le sont.

Par exemple, la figure 1.2 décrit un systéme de régles valides pour la logique intuitionniste.
Il comprend une seule régle de déduction, la régle du modus ponens [mp|. Ces systémes ot les
propositions sont des formules et o seule la régle du modus ponens n’est pas un axiome sont
appelés systémes a la Hilbert. Encore une fois il y a des exceptions, par exemple dans le cadre des
logiques modales, la régle F' » O F'. Mais 'idée générale des systémes de Hilbert est de minimiser
les régles de déduction.
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Un autre exemple de systéme de régles valides pour les séquents intuitionnistes est G2i donné
en figure 1.3. Il s’agit ici du calcul sans régles structurelles (contraction ou affaiblissement) ni
coupure. De nombreuses variantes de ce systéme existent, dont certaines seront présentées dans
le chapitre 3. Ce systéme illustre la notion de formule principale, dans chaque régle,
qui est la formule sur laquelle la régle agit. Il y a les régles droites de suffixe R, et les régles
gauches de suffixe L qui correspondent a la position de la formule principale par rapport au
séparateur .

Proposition 1.2.1 Soit S un systéme de régles. Il existe une plus petite relation notée g close
pour les régles de S.

Démonstration. On peut décrire g de maniére intentionnelle comme l'intersection de toutes
les relations closes pour les régles de S, i.e. Fs = ({> | > est close pour S}. 1l suffit alors de
montrer que la relation g ainsi définie est close pour toutes les régles de S, car dans ce cas, elle
sera forcément la plus petite. Soit donc Hy, ..., H, » C [R] une instance d’une régle R € S. Si
on suppose que pour tout ¢ on a Fg H; alors étant donné une relation > arbitraire close pour S,
on a kg C > par définition de Fg. Donc pour tout 4, on a aussi > H;. Or > est en particulier close
pour la régle [R] et donc on a > C. Ceci pour n'importe quel choix de > close pour S. Ainsi, par
définition de kg, on a aussi Fg C. La relation s est donc close pour la régle [R]. O

Corollaire 1.2.2 Si S est un systéme de régles valides alors g est plus forte que |-, i.e. Fg C 1.

Démonstration. Dans le cas d’un systéme valide, la relation de validité I est close pour ce
systéme, et donc plus grande que la plus petite d’entre elles, c’est-a-dire Fg. O

Définition 1.2.5 (Systéme complet) Un systéme de régles S est dit complet pour le systéme
déductif (P,IF) si bs et I- sont égales, i.e. Fs = IF.

Par exemple, le systéme de Hilbert Hi donné en figure 1.2 est complet pour la logique intui-
tionniste [Tro 88]. Il ne 'est donc évidement pas pour la logique classique.

Différentes approches sont possibles pour obtenir des systémes complets. La plus triviale
est de poser |- £ g c’est-a-dire de définir la validité & partir d’un systéme de régles, et c’est
peut-étre le cas le plus fréquent. On peut par exemple considérer que la logique linéaire a été
définie & partir du calcul de séquent, en supprimant les régles structurelles du calcul des séquents
classique, voir section 4.1. Si la validité est déja définie par une sémantique par exemple, alors on
peut essayer de raffiner un systéme en ajoutant des régles valides jusqu’a obtenir la complétude.
Ce processus de modélisation n’est pas toujours facile & réaliser.

1.3 Arbres de preuve

Dans toute cette partie on suppose fixé un systéme déductif (P, IF) ainsi qu'un systéme de
régles S valide pour P, et ainsi kg C IF.

Définition 1.3.1 (Arbre de preuve) Un arbre de preuve est un arbre fini dont les neuds
sont indexés par des propositions de P et vérifiant la propriété suivante : pour tout neeud f
d’index C, il existe une instance de régle Hy, ..., H, » C [R] ayant C comme conclusion et telle
que le neeud f ait n fils indexés respectivement par les prémisses Hy, ..., Hy.
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——— [—-Ax] [—-Ax]
A—-C—A A-C—-A)—-(A—-C)—A-A

——— [-Ax] [mp]

A—-B— A (A-B—A)—A—-A

A— A

[mp]

F1a. 1.4 — Un arbre de preuve dans un systéme de Hilbert, avec C = B — A.

[Ax] [Ax]
B,A,/(ANB)—-CFA B,A,(ANB)—CFB

B,A(ANB)—~CFAAB Asl B,ACHC
B,A,(ANB)—CFC

BrAAnB) —cro

ANB) S OrBrd) =0

R]
FiGg. 1.5 — Un arbre de preuve dans un calcul des séquents.

Si on considere le systéme de régles Hi en figure 1.2, la figure 1.4 représente un arbre de preuve
dans ce systéme de régles. On pourra remarquer que le nom de chaque régle est rapporté sur la
figure bien que cela ne soit pas nécessaire d’aprés la définition. On remarque que les feuilles d’un
arbre de preuve, n’ayant pas de fils, ne peuvent étre indexées que par des (conclusions d’)axiomes.

Un autre exemple de preuve, dans le calcul des séquents G2i cette fois, est présenté en fi-
gure 1.5. Par rapport au systéme Hi de Hilbert, ou la régle [mp] posséde une infinité d’instances
pour une conclusion donnée, on peut remarquer que dans le calcul de séquents, il n’y a qu'un
nombre fini d’instances de régles possibles pour un séquent de conclusion donné, ce qui est un
des deux critéres d’analycité, voir section 1.5.3.

Proposition 1.3.1 Si T est un arbre de preuve et P est une proposition indexant 'un des
neuds de T alors P est valide, i.e. IFP.

Démonstration. On raisonne par induction sur la taille de ’arbre de preuve. On considére la
régle
C(r)

qui correspond & la racine r de V'arbre de preuve. La notation H(f) veut dire que le nceud f
est indexé par la proposition H. Si cette régle est un axiome n = 0 alors ’arbre est réduit a
une feuille et C' est valide car cet axiome est valide. Sinon on considére les n sous-arbres dont
les racines sont les fils fi,..., f de la racine r. Il est clair que chaque sous-arbre est un arbre
de preuve et donc, par hypothése d’induction, leurs noeuds sont indexés par des propositions
valides. En particulier, les prémisses H; ..., H, sont des propositions valides. Comme la régle
Hy,...,H, » C est valide, la proposition C est valide elle aussi. Ainsi tous les index des nceuds
sont valides. O

Donc les arbres de preuve permet de construire des propositions valides. Nous nous intéressons
maintenant a la réciproque. A quelle condition une formule valide admet-elle un arbre de preuve ?

Définition 1.3.2 (Preuve) On appelle preuve d’une proposition P tout arbre de preuve dont
P indexe la racine.
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Ainsi s'il existe une preuve de P alors cette proposition est valide IFP. Mais peut-on fabri-
quer toutes les propositions valides avec des preuves? Dans le cadre d'un systéme complet, la
réciproque est vraie aussi.

Proposition 1.3.2 Dans un systéme S complet —i.e. Fs = |-, — si P est une proposition
valide alors il existe une preuve de P.

Démonstration. Nous définissons la relation unaire > par
> P si et seulement si il existe une preuve de P

Cette relation est close pour les régles du systéme S. En effet, soit Hy, ..., H, » C une instance
de régle dont on suppose que les prémisses H; vérifient > H;. Alors il existe pour chaque ¢ une
preuve de H;, c’est-a-dire un arbre de preuve 7; dont H; indexe la racine. On considére alors
I'arbre de racine r indexé par C' dont les fils sont les racines des arbres 7;.

Nous obtenons un nouvel arbre de preuve dont la racine est indexée par C. Et ainsi > C. La
relation > est donc close pour n’importe quelle instance de régle. Donc d’aprés la proposition 1.2.1,
onal=FgC>. O

1.4 Arbres de réfutation

Dans cette partie, on se donne un systéme déductif (P,IF) et un systéme de régles S valide.
On ne suppose pas a priori que ce systéme soit complet.

1.4.1 Définition

La notion d’arbre de réfutation est une notion syntaxique duale & celle de preuve, contraire-
ment & la notion de contre-modéle qui est une notion sémantique duale a celle de preuve. L’un
des thémes importants développés dans cette thése est qu’il existe des liens étroits entre les
réfutations et les contre-modéles — voir section 3.3.4 chapitre 3 et section 4.4.9 chapitre 4.

Définition 1.4.1 (Arbre de réfutation) Un arbre de réfutation est un arbre fini ou in-
fint dont les neuds sont indexés par des propositions de P et vérifiant la propriété suivante :
pour tout neud f dindex C, il existe une correspondance (bijective) entre les fils s de f et les
instances de regles HY, ..., Hy w» C [Ry] ayant C comme conclusion. Chaque fils s de f est in-
dexé par Uune des prémisses HY de Uinstance [Rg]. Un arbre de réfutation partiel ne doit
vérifier la condition précédente que pour ses neeuds internes, aucune condition n’étant imposée
sur ses feuilles.

11 est fondamental de comprendre que la condition sur les nceuds d’un arbre de réfutation est
la duale de la condition sur les nceuds des preuves. Dans une preuve, chaque nceud correspond
au choix d’une régle et les fils sont les prémisses de cette régle. Dans une réfutation, on prend
toutes les régles possibles mais on choisit une prémisse par régle.
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Les arbres de réfutation peuvent étre infiniment larges (un nceud peut avoir un nombre infini
de fils,) comme c’est par exemple le cas pour le systéme de Hilbert en figure 1.2 car la régle
A — B, Aw» B [mp] posséde une infinité d’instances a B fixé. Ils peuvent aussi étre infiniment
hauts (i.e. ils peuvent avoir des branches infinies) et c’est aussi le cas du systéme de Hilbert Hi.
Ce systéme n’est donc pas bien adapté a la construction d’arbres de réfutation. Le calcul des
séquents permet quant a lui de définir des systémes ou les arbres de réfutation sont finis. En
considérant le calcul des séquents G2i pour la logique intuitionniste, voici un exemple d’arbre de
réfutation :

AFB BFA
AFAANB AVBFA
AVBFAANB

Soit R un arbre de réfutation. Nous écrivons P € R lorsque P est I'index de I'un des nceuds
de R et P ¢ R sinon. Nous définissons la relation > par « > P si et seulement si P € R, »
qu’on notera aussi »g = (-) € R.”

Proposition 1.4.1 Soit S un systémes de régles et R un arbre de réfutation pour ce systéme.
Alors la relation >g = () € R est close pour les régles de S.

Démonstration. En effet soit Hi,..., H, » C [R] une instance de régle. On suppose que pour
chaque prémisse on a »g H;, i.e. H; € R. On veut montrer que l'on a > C. Si C devait étre
I'index de 'un des nceuds r de R alors r aurait un fils correspondant a l'instance de régle [R].
Ce fils serait alors indexé par I'un des H; ce qui contredit H; € R. Donc on a aussi »g C. O

1.4.2 Reéfutations

Définition 1.4.2 (Réfutation) Une réfutation d’une proposition P est un arbre de réfutation
dont l'index de la racine est P.

Théoréme 1.4.2 Si P est invalide W P) alors P admet une réfutation.

Démonstration. Le principe de la preuve consiste en la construction d’une suite croissante
d’arbres de réfutation partiels indexés par des propositions invalides, dont la limite sera une
réfutation de P.

Etant donné un arbre de réfutation partiel A dont tous les index sont invalides, on construit
un nouvel arbre de réfutation partiel F(.A) en rajoutant des fils aux feuilles de A. Pour chaque
feuille f indexée par la proposition C invalide ¥C, on lui ajoute autant de fils que d’instances
de regle HE, ... ,HfR » C [R] ayant C' comme conclusion. Comme C' est invalide et que la régle
[R] est valide, il s’en suit que I'un des H est invalide. Soit ig l'indice du premier d’entre-eux.
Ainsi H‘Hﬁ et on indexe le fils correspondant a la régle [R] par Hf% . Alors le nceud f devient un
neeud interne mais vérifie en méme temps la condition imposée aux nceuds internes des arbres
de réfutation partiels. F(A) est donc un arbre de réfutation partiel. De plus tous ses index sont
invalides.

Soit P une proposition invalide (¥ P) et Ag ’arbre de refutation partiel constitué d’une unique
feuille indexée par P. On définit la suite A, £ F"(Ap) et sa limite A £ |J, A,. On montre que
A est un arbre de réfutation. En effet, si f est un nceud interne de A alors c’est un neceud interne

"Cette notation est expliquée au chapitre 2 section 2.1.
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de 'un des A, et par conséquent, ses fils correspondent aux régles qui peuvent appliquées « a
I’envers » & son index. Si par contre f est une feuille d'index C, soit ng un index pour lequel
f € Ay, alors par construction de A,,,+1, si f n’a pas de fils dans cet arbre, c’est parce qu’aucune
régle ne posséde C pour conclusion. Ainsi, f peut légitimement étre une feuille d’'un arbre de
réfutation. Pour finir, A est donc un arbre de réfutation et P indexe sa racine. O

Le lecteur pourra remarquer que cette démonstration ne définit pas d’algorithme de construc-
tion d’arbres de réfutation dans la mesure ot d’une part, il peut trés bien arriver que I’on obtienne
un arbre infini, soit en largeur, soit en hauteur, et d’autre part, qu’on ne posséde pas forcément
d’algorithme de décision d’(in)validité.

1.4.3 Notion de co-validité

Dans une preuve, les index sont tous des propositions valides, a condition bien stir que les
régles logiques soient valides — voir la proposition 1.3.1. Que peut-on dire des arbres de réfuta-
tions : ne contiennent-ils que de propositions invalides ?

Proposition 1.4.3 Si S est un systéme complet et P admet une réfutation alors P est invalide
(¥P).

Démonstration. Si P admet une réfutation R alors comme P€ RetFs=IFC>gr=()¢R
d’aprés la proposition 1.4.1, on a ¥ P. O

Mais que se passe-t-il dans le cas d’un systéme ot I'on suppose seulement la validité, pas la
complétude 7

Définition 1.4.3 (Co-validité) Le systéme S est dit co-valide si pour toute proposition C la
condition suivante est vérifiée : si (pour toute instance de régle Hy, ..., H, » C [R] ayant comme
conclusion C, l'une des prémisses H; est invalide (WH;)) alors C' est invalide (C').

Proposition 1.4.4 Un systéme complet est co-valide.

Démonstration. Dans un systéme complet, I’hypothése de la condition dans la définition 1.4.3
correspond au fait qu’aucune régle ne peut achever une preuve de C'. C' n’ayant pas de preuve
est invalide. O

La co-validité est donc, comme la validité, une condition plus faible que la complétude. Nous
verrons en section 1.5.4 comment la conjonction des deux peut, dans certains cas, suffire & montrer
la complétude.

Proposition 1.4.5 S¢S est co-valide et R un arbre de réfutation fint alors toute proposition P
qui est un indezx dans R est invalide (W P).

Démonstration. Par 'absurde, on considére une proposition C, index de R, valide (IFC) de
hauteur maximale. Dans ce cas, par maximalité, les index de tous ses fils sont invalides. Par
définition d’un arbre de réfutation, les index des fils correspondent chacun a une prémisse d’une
des régles ayant C' comme conclusion, et tous ses index sont invalides. Donc par co-validité, C
est invalide, ce qui est absurde d’ou le résultat. O

Les réfutations finies permettent donc de construire des propositions invalides. Mais peut-on
toutes les construire ainsi. Qu’en est-il des réfutations infinies ?



14 Chapitre 1. Preuves et réfutations

}—‘\OO\CH‘:

F1G. 1.6 — Arbre de réfutation infini.

Proposition 1.4.6 Il existe des arbres de réfutations infinis ot toutes les propositions (les indez)
sont valides.

Démonstration. On considére le systéme de déduction (N,IF) ou IFn est vraie pour n’importe
quel entier n. On considére le systéme S constitué des deux régles en figure 1.6 ot n est un entier
arbitraire. Dans ce cas, on a I’équivalence

Fs n est vraie si et seulement si n est pair

et donc, S n’est pas complet. Par contre les deux régles sont 4 la fois valides et co-valides. L’arbre
de réfutation infini décrit en figure 1.6 ne contient que des propositions valides. 0l

La condition de co-validité ne peut donc suffire quand il s’agit de fabriquer des propositions
invalides. Nous verrons en section 1.5.3 que la condition d’analycité qui impose aux réfutations
d’étre des arbres finis permet d’assurer la complétude.

1.5 Algorithme de recherche de preuves

I’idée qui consiste & essayer d’appliquer toutes les régles possibles & l'envers, c’est-a-dire &
partir d’une proposition C' rechercher toutes les instances de régles de la forme Hy,...,H, » C
et recommencer de maniére récursive sur les propositions H; permet de définir un algorithme de
construction de preuves ou de réfutations. Bien sir, cet algorithme ne termine que si des condi-
tions supplémentaires sont vérifiées par le systéme de régles S, conditions que nous détaillerons
plus loin.

1.5.1 Description de P’algorithme

On définit une fonction récursive ¢ qui prend en parameétre une proposition C' (valide ou
invalide) et renvoie en sortie, soit une preuve de C, soit une réfutation de C| si la fonction ¢
termine. Pour chaque instance de régle Hy,..., H, » C [R], on applique récursivement ¢ sur
chacun des H; et on pose A® £ ¢(H;). Deux cas se présentent :

1. soit il existe une régle [R] telle que chaque A{z, . ,Af soit une preuve de respectivement
H,, ..., H, et dans ce cas on renvoie la preuve de C' suivante :
Af AV
[R]
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2. soit pour chaque régle [R], 'un au moins des .Aﬁ est une réfutation de H; et soit ig 'index
de 'un d’entre eux (par exemple le premier.) Dans ce cas, on renvoie la réfutation de C'
suivante :

Aflo ARk

i0 ik

C

Théoréme 1.5.1 Si Ualgorithme ¢ termine sur le paramétre C alors son résultat est soit une
preuve, soit une réfutation finie de C.

1.5.2 Le probléme de la terminaison

L’algorithme ¢ décrit en section 1.5.1 peut trés bien ne pas se terminer et ce pour deux raisons.
Tout d’abord, il est possible que pour une proposition donnée C, un nombre infini d’instances
de régles de la forme Hy,..., H, » C existe. C’est par exemple le cas pour la régle du modus
ponens A — C, Aw» C [mp] ou A peut prendre une valeur arbitraire. Dans le cas d’'un systéme
a la Hilbert, ’algorithme ¢ ne termine pas car 'arbre de recherche est & branchement infini,
entre autres.

Mais il est aussi possible que cet algorithme ne termine pas parce que la fonction ¢ est appelée
un nombre infini de fois de fagon récursive. Considérons par exemple 'instance suivante de la
régle [—1] du calcul des séquents G2i décrit en figure 1.3 :

A—BFA BFA
[~ L]

A—BFA

Dans le cas d'un appel p(A — BF A), la fonction ¢ va se rappeler un nombre infini de fois sur ce
méme argument et ne jamais terminer.® Dans le cas de ce calcul des séquents, I’algorithme peut
ne pas se terminer car ’arbre de recherche admet une branche infinie.

1.5.3 Notion de systéme analytique

Nous introduisons maintenant deux conditions qui, combinées, suffisent & montrer la ter-
minaison de l'algorithme ¢ de recherche de preuve. En fait elles garantissent que ’espace de
recherche de preuve est fini.

Définition 1.5.1 (Systéme de régles analytique) Un systéme de régles est dit analytique
s’il vérifie les deur conditions suivantes :

1. Pour toute proposition C, il n’existe qu’un nombre fini (et calculable) d’instances de régles
Hy,...,H,» C ayant C pour conclusion.

2. 1l existe un ordre strict bien fondé < sur P tel que pour toute instance de régle Hy, ..., H, »
C et chaque prémisse H;, on ait H; < C.

Théoréme 1.5.2 Si S est un systéeme analytique alors 'algorithme ¢ termine.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur C pour l'ordre strict bien fondé <. Comme
¢ est appelée sur un nombre fini de prémisses d’'un nombre fini (calculable) d’instances de régles,
© est appelée un nombre fini de fois. Chaque appel se fait sur une prémisse H qui est strictement
plus petite que C, et donc, par hypothése d’induction sur <, cet appel ¢(H) se termine. Cet
ensemble fini d’appels effectué, Uappel ¢(C) peut renvoyer son résultat. O

8Dans ce cas précis, on peut imaginer « améliorer » I’algorithme car la deuxiéme prémisse est réfutable, mais
si on prend B = A alors, on ne peut plus rien dire.
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En guise d’exemple de systéme analytique, le calcul G4ip alias LJT [Dyc 92| peut-étre cité.
Des versions améliorées de ce calcul seront présentées au chapitre 3. De maniére générale, les
calculs de séquents relatifs & la logique linéaire (sans les exponentielles) sont aussi analytiques,
voir chapitre 4 section 4.1.3.

Proposition 1.5.3 Si S est un systéme analytique alors ses arbres de réfutations sont finis.

Démonstration. Il s’agit la d’une application du lemme de Koénig. D’aprés la premiére condi-
tion, les arbres de réfutations sont & branchement fini. D’aprés la deuxiéme condition, ils ne
possédent pas de branche infinie. Donc par le lemme de Kénig, ils sont finis. O

1.5.4 Analycité et complétude

Nous introduisons maintenant un résultat intéressant qui permet de montrer la complétude
d’un systéme de régles sans passer par le processus usuel de traduction mutuelle vers un autre
systéme dont la complétude est connue. Il suffit de montrer la co-validité d’un systéme analytique
valide pour en obtenir la complétude.

Théoréme 1.5.4 Un systéme analytique, valide et co-valide est complet.

Démonstration. Soit S un systéme analytique. On a déja s C IF par validité de S. Soit C' une
proposition valide (IFC) quelconque. Montrons 1’algorithme ¢ de recherche de preuves renvoit
une preuve de C. Soit A £ (C) la réponse de I'algorithme ¢ sur l'entrée C, qui existe d’aprés
le théoréme 1.5.2. Comme le systéme S est co-valide, si A est une réfutation finie alors C' est
invalide, d’aprés le résultat 1.4.5. Donc comme C est valide, alors A n’est pas une réfutation
finie, c’est donc une preuve de C'. Ainsi on obtient g C. Ceci pour toute proposition valide C'.
On peut en conclure I+ C -g. O

1.6 Preuves de co-validité

Dans cette section nous présentons une technique qui permet de simplifier la preuve de
co-validité d’un systéme, en se concentrant uniquement sur les propositions irréductibles, c’est-
a-dire celles auxquelles aucune régle inversible ne peut étre appliquée. En combinaison avec le
théoréme 1.5.4, ils permettent d’établir plus facilement la preuve de complétude d’un systéme
analytique. On suppose que 'on dispose d’'un systéme de régles valides.

Définition 1.6.1 (Propositions atomiques, réductibles et irréductibles) Un proposition
C est dite réductible s’il existe une instance de régle inversible de la forme Hy, ..., H, » C [R].
Sinon la proposition est dite trréductible. Parmi les propositions irréductibles, il y a des propo-
sitions qui ne sont la conclusion d’aucune régle : elles sont appelées atomiques.

Par exemple, le séquent I', AF A est réductible car c’est la conclusion de I’axiome [Ax] qui est
bien sir inversible. Le séquent I'- A — B est lui aussi réductible car la régle [—g] est inversible.
Dans le calcul des séquents G2i, les séquents atomiques sont de la forme, V4,...,V,FW ol les V;
sont des variables et W est une variable distincte des V; ou bien la constante F. Enfin, le séquent
A — BF CV B est irréductible car seules les régles [—1] et [Vg] peuvent lui étre appliquées et
aucune de ces deux régles n’est inversible.

Si on considére la condition de co-validité pour une proposition C, on peut déja traiter le cas
atomique et le cas réductible et simplifier le cas irréductible :
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Si C est atomique alors la condition de co-validité signifie simplement que la proposition C
est invalide ¥C';

Si C est réductible alors la condition de co-validité est forcément vérifiée. En effet, on prend
l'une des régles inversibles qui s’applique & C, soit Hi,...,H, » C [R]. Par hypothése,
I'une des prémisses H; est invalide ¥ H;. Comme la régle [R| est inversible, C' est aussi
invalide ¥C';

Si C est irréductible alors il suffit d’étre capable de montrer qu’a partir d’un choix quelconque
d’une prémisse invalide par regle applicable, il est possible de montrer l'invalidité de C.
Pour ce choix de prémisse, il est inutile de prendre une prémisse inversible car dans ce cas,
Iinvalidité de C est acquise.

Principe 1.6.1 Pour vérifier la co-validité d’un systéme S, outre Uinvalidité des propositions
atomiques, il suffit de vérifier que pour toute proposition irréductible C, on peut déduire ’invalidité
de C a partir d’un choiz quelconque d’une prémisse invalide par régle applicable o C.

Si ce résultat parait un peu abstrait, on se référera 4 la preuve de complétude du systéme
G4ip en section 3.3.4 chapitre 3 et on comparera sa complexité a celle de la preuve initiale de
complétude [Dyc 92].

Le cas de la logique classique est dégénéré mais on peut trés bien ’analyser a travers de
la notion de co-validité. En effet, le calcul des séquents classique sans coupure et sans régles
structurelles est analytique et toutes les régles sont inversibles. Par conséquent, il n’y a pas
de séquents irréductibles autres que les séquents atomiques. Ceci veut dire que 'invalidité d’un
séquent peut se déduire de 'une des feuilles d’un arbre de réfutation. On peut d’ailleurs fabriquer
un contre-modeéle classique & partir de l'une de ces feuilles. Par exemple la réfutation suivante
du séquent AV BFAAB :

AFB BFA
AFAANB AVBFA
AVBFAANB

nous fournit le contre-modéle (A = 1, B = 0) a la premiére feuille et (A = 0,B = 1) pour la
deuxiéme.

Dans les cas de la logique intuitionniste et de la logique intuitionniste linéaire, la non-
inversibilité de certaines régles fait qu’il ne suffit pas de considérer uniquement une feuille d’une
réfutation pour construire un contre-modéle, voir section 3.4.4 chapitre 3 et section 4.4.9 cha-
pitre 4.

Conclusion

Apres avoir rappelé les notions de base de la théorie de la preuve, nous introduisons le
concept moins répandu de réfutation, dual syntaxique de celui de preuve. Nous montrons que
dans un systéme analytique, il existe un algorithme qui construit soit une preuve, soit une
réfutation d’une proposition donnée. En fait, 'analycité est le critére qui garantit la terminaison
de lalgorithme. Prouver la complétude d’un systéme analytique se réduit alors & montrer la
validité et la co-validité des régles d’inférences. Les concepts de propositions (ir-)réductibles et
atomiques permettent une approche simplifiée de la preuve de co-validité.
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Nous nous sommes limités ici aux aspects syntaxiques et combinatoires de la logique. Nous
allons maintenant nous intéresser aux aspects sémantiques, c’est-a-dire aux structures algébriques
qui permettent une interprétation des propositions dans des modéles. Dans les chapitres 3 et 4
nous pourrons alors expliquer comment le concept de réfutation se compare & celui de contre-
modeéle, ces notions étant toutes les deux des critéres pour invalider les propositions logiques.



2 | SEMANTIQUE

Introduction

Dans cette partie, nous présentons les structures algébriques fondamentales qui permettent
de construire des modeéles des logiques intuitionniste et intuitionniste linéaire. Ceci nous donne
également 'occasion de fixer le vocabulaire sémantique. Notre approche est fondée sur la théorie
de 'ordre et la théorie des treillis. Pour une bonne introduction & ces notions, le lecteur pourra
consulter les ouvrages suivants [Bir 67, Dav 90].

Nous abordons le probléme de la construction des modéles par complétion d’un ensemble
ordonné enrichi, par exemple, d'une structure complémentaire de monoide. Par complétion, nous
entendons le processus qui consiste a étendre la structure d’ordre en structure de treillis, c¢’est-
a-dire ajouter des bornes supérieures et inférieures, en essayant de préserver le plus possible les
bornes qui préexistaient car elles représentent des informations sémantiques que nous ne voulons
pas perdre. Nous verrons aux chapitres 3 et 4 que ces bornes supérieures (resp. inférieures) sont
le pendant sémantique des opérateurs logiques additifs de disjonction (resp. conjonction.)

La notion de cloture est centrale dans notre travail. Nous verrons qu’elle caractérise le pro-
cessus de complétion. Adaptée au cas des monoides ordonnés, on obtient la notion de prétopolo-
gie [Sam 93]. Nous montrons qu’il existe une plus grande prétopologie qui correspond a la maniére
« la plus fidéle? » de compléter un monoide ordonné en quantale. Les quantales [Ros 90, Yet 90]
correspondent & la sémantique algébrique de la logique intuitionniste linéaire et les algébres de
Heyting complétes correspondent & la sémantique algébrique de la logique intuitionniste. C’est
pourquoi les outils de fabrication de quantales que nous introduisons seront si importants lorsque
nous voudrons construire des contre-modéles de formules invalides dans ces logiques.

2.1 Ensembles, relations et notations

Nous noterons les ensembles munis de structures algébriques additionnelles (monoides, ordres,
treillis...) par des lettres calligraphiques X', IC, M. Par contre, leurs sous-ensembles, ou parties,
seront généralement notés par des lettres capitales X, Y, Z. Ces ensembles ne seront généralement
pas munis d’une structure additionnelle. La relation d’inclusion ensembliste sera notée C comme
par exemple dans les relations suivantes : X C X et X C Y. Les éléments des ensembles ou des
sous-ensembles seront notés avec des lettres minuscules x,y, z. La relation d’appartenance sera
dénotée par € comme dans x € X ou x € X. L’ensemble des parties sera noté par P(X). Ainsi
les deux relations X C X et X € P(X) sont équivalentes. Les paires seront notées (x,y) pour
deux éléements quelconques x et y. X x ) dénote l'ensemble des paires (z,y) d’éléments de x € X
ety e ).

9Le sens du mot « fideéle » sera précisé plus loin dans ce chapitre.

19



20 Chapitre 2. Sémantique

Soit X et ) deux ensembles. On notera f : X — ) pour dire que f est une fonction de X
dans ). L'image d'un élément x € X par f sera notée f(z). L'image directe d’une partie X C X
sera notée f(X) et vaut par définition f(X) 2 {f(z) | # € X}. L’image réciproque f~(Y) vaut
quand aelle f~1(Y) £ {z € X | f(x) € Y}. Nous écrirons f : X»— ) si la fonction f est injective
(ou injective & équivalence preés, voir section 2.2.1.0), f : X - Y si elle est surjective et f: X =)
si elle est bijective.

Soit X et )Y deux ensembles. Une relation binaire > entre X et ) est un sous-ensemble de
X xY.Onnoteradonc > C X x ). SizeXetye Y sont deux éléments, on dira que = est en
relation avec y et on notera x > y lorsque appartenance (x,y) € > sera vérifiée. Par exemple,
les relations d’ordre définies en section 2.2.1 sont des exemples de relations binaires. Pour un
élément y € X et une partie X C X de X, on notera X > y si Vo € X, x > y. Dans le cas d’une
relation < d’ordre, X < y veut dire que y est un majorant de X. De méme, on notera y > X si
Vo € X, y > x est vérifiée.

Enfin nous utiliserons souvent la notation abrégée (-) comme opérateur d’abstraction, quand
il n’y a pas d’ambiguité possible. Ainsi par exemple, la notation (-) + 1 dénote la fonction
d’incrémentation x — z + 1. La notation (-)* dénote la fonction X +— X* et la notation (-) € X
dénote la relation d’appartenance & ’ensemble X.

2.2 Complétion des ensembles ordonnés

Dans cette section, nous rappelons certaines définitions et quelques résultats de base sur les
ordres et la facon usuelle de les étendre en treillis complets par ajout des bornes supérieures. La
complétion se fait par cloture.

2.2.1 Ensembles ordonnés
Notion d’ordre

Définition 2.2.1 (Ensemble (pré)ordonné) La paire (P,<) est un ensemble préordonné
st P est un ensemble et < C P x P une relation binaire sur P 4 la fois réflexive et transitive.
(P,<) est un ensemble ordonné si la relation < est aussi antisymétrique.

Par exemple I’ensemble des entiers naturels (N, <) est un ensemble ordonné. Un autre exemple
fondamental est ’ensemble des parties, (P(X), C) ordonné par la relation d’inclusion entre par-
ties. Les systéemes de transitions comme les réseaux de Petri introduisent aussi souvent une
relation de transition ~~ qui est un préordre, voir section 4.6.1 chapitre 4. Par la suite, nous
écrirons parfois seulement P pour parler de I'ensemble (pré)ordonné (P, <) dans la mesure ot le
(pré)ordre < sera implicitement connu. D’autre part, nous utiliserons souvent le méme symbole
< pour les (pré)ordres dans la mesure ou ils sont le plus souvent distingués par le contexte.

A tout préordre <, on peut associer un ordre strict noté <, défini par x <y < (z < yet
y & x). Cest une relation irréflexive (z £ z) et transitive incluse dans 'ordre <, i.e. < C <.
Nous introduisons la notation r ~ y et nous dirons que x et y sont équivalents quand & la
fois x < y et y < x sont vraies pour deux éléments x,y de P. Nous avons donc la relation
r<y< (r <youx ~y). Dans le cas d'un ordre, le fait que < soit antisymétrique signifie
que la relation ~ se confond avec 1’égalité. La relation ~ est une relation d’équivalence et nous
noterons [z] £ {y € P | y ~ x} la classe d’équivalence de z.

Nous introduisons les notions de borne supérieure et de borne inférieure. Dans le
contexte des ensembles préordonnés, i.e. quand la relation < n’est pas nécessairement antisy-
meétrique, une borne supérieure n’est pas unique. Elle est seulement unique & équivalence preés.
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On utilisera la notation a ~ \/, b; qui signifiera que la condition Vz € P(a < z < Vi, b; < x) est
vérifiée. Nous insistons sur le fait qu’il s’agit 1a d’une notation et qu’aucun élément \/, b; n’a été
défini.1? La borne inférieure a ~ /\; bi est définie par la condition Vo € P(z < a & Vi, z < b;).
Le plus grand élément, s’il existe, correspond & la borne inférieure de la famille vide et sera
noté T. Le plus petit élément sera noté L. Le lecteur aura noté un léger abus de langage. En
fait, il peut y avoir plusieurs plus grands éléments mais ils sont tous équivalents. Les éléments
extrémaux sont uniques a équivalence prés.

Plongements, équivalences

Un morphisme d’ensembles préordonnés est une fonction ¢ : P — Q croissante, c’est-a-dire
qu’elle vérifie p(x) < p(y) si < y. Les morphismes préservent 'ordre mais pas nécessairement
Pordre strict. Ainsi, on peut trés bien avoir p(z) = ¢(y) et x < y. Par exemple, la fonction
x — max(z,2) de N — N bien que croissante, ne l'est pas strictement. Cette propriété n’est
pas souhaitée lorsque 'on fait de linterprétation des formules logiques, car on veut préserver
les propriétés sémantiques, voir partie 4. Par conséquent, on utilise plutot une autre notion plus
forte :

Définition 2.2.2 (Plongement) Soient (P,<) et (Q,<) deuz ensembles préordonnés. Une
fonction i : P — Q est un plongement de P dans Q si la condition Vx,y € P, © < y &
i(z) <i(y) est vérifice.

Un plongement est donc a fortiori un morphisme mais il est clair que le fonction = — max(z, 2)
n’est pas un plongement. Dans le contexte des ensembles ordonnés, il s’agit en fait d’une fonction
croissante injective. Une autre notion importante est celle d’équivalence d’ensembles ordonnés.

Définition 2.2.3 (Equivalence) Un plongement i : P = Q est une équivalence si i est sur-
jective a équivalence pres, i.e. la condition Yy € Q, Ix € P, y ~ i(x) est vérifiée.

Dans le cas restreint des ordres, on parle plutét d’isomorphisme. La notion d’équivalence
de préordre est une « isomorphie & équivalence ~ prés. » Le lecteur aura noté que ’on utilise le
méme terme d’équivalence pour une relation entre préordre et la relation ~ définie a partir de <.
Ces deux notions ne pourront pas étre confondues ici, car le contexte les distinguera toujours.'!

Ordre quotient

Nous introduisons maintenant une construction élémentaire mais fondamentale qui fait le lien
entre les deux notions d’ordre et de préordre et qui montre que ’on peut, dans de nombreux cas,
substituer 'une a l'autre. Soit (P, <) un ensemble préordonné. On note de maniére standard

P/~ = {[z] |z € P}

I’ensemble des classes pour la relation d’équivalence ~. Cet ensemble se trouve muni d’un ordre
défini par [z] < [y] & = < y.

10Cependant, ’il en existe une borne supérieure, alors toutes les autres lui sont équivalentes et de méme, tout
élément équivalent & une borne supérieure est une borne supérieure. Ceci est donc tout & fait cohérent avec la
notation ~.

1Te lecteur averti pourra noter que la relation de plongement — est un préordre défini sur les ensembles
ordonnés mais que la notion d’équivalence d’ensembles ordonnés = n’est pas la symétrisée de ce préordre —.
Cette derniére est une notion plus faible, dans la catégorie des ordres [Mac 71] en tous cas.
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Proposition 2.2.1 Soit (P,<) un ensemble préordonné, alors (P/~,<) est un ensemble or-
donné et la fonction i : P — P/~ définie par i(x) = [z] est une équivalence d’ensembles préor-
donnés.

Démonstration. La relation < qui est bien définie sur P/~ est réflexive, transitive. Elle hérite
ces propriétés de la relation < définie sur P. Mais sur P/~, nous obtenons une relation antisy-

metrique car ([z] < [yl et [y] < [z]) © (z <yety<z) & v~y < [z] =[y]. Par définition de
< sur P/~ i est un plongement et il est surjectif, toute classe étant de la forme [z] = i(z). O

1l est important de garder cette construction en téte et de pouvoir passer de la notion d’ordre
a celle de préordre au besoin. Dans le cadre de l'interprétation des formules logiques, les deux
notions sont tout a fait interchangeables.

2.2.2 Treillis complets, cl6tures

Dans un ensemble ordonné, I'existence des bornes supérieures et inférieures n’est pas ga-
rantie. Pour pouvoir interpréter les opérateurs logiques (additifs) de conjonction (A ou &) et
de disjonction (V ou @), nous avons besoin de structures additionnelles, que nous introduisons
maintenant.

Définition 2.2.4 (Treillis complet) Un ensemble ordonné (K, <) est un treillis complet si
pour toute famille (x;);cr d’éléments de IC, la borne supérieure \/;.; x; existe.

L’exemple fondamental de treillis complet est 'ensemble des parties (P(X), C) d’un ensemble
X, la borne supérieure étant I'union ensembliste [ J, X; pour une famille de parties X;. Un autre
exemple est celui de I’ensemble des nombres réels complété {—oco} URU{+4o00}. D’autres exemples
vont étre introduits par la suite & 'aide de la notion de cléture. L’existence de toutes les bornes
supérieures assure ’existence de n’importe quelle borne inférieure par ’égalité

/\wi:\/{y\welyéxi}

el

Par symétrie, on a également Iidentité \/, z; = A{y | Vi y < 2;} ce qui fait que I'on aurait trés
bien pu supposer l'existence des bornes inférieures dans la définition : les deux sont interchan-
geables.

Une méthode générique pour fabriquer des treillis complets consiste & utiliser un opérateur
de cloture. Nous en ferons un usage important dans les parties de cette thése qui se rapportent
& la sémantique.

Définition 2.2.5 (Cloture) Soit X un ensemble. On appelle opérateur de cloture, ou plus
simplement cléture, toute fonction (-)* : P(X)—P(X) vérifiant la condition X CY* & X* CY*
pour toutes parties X, Y de X. X* est la cléture d'une partie X et une partie X est dite (+)*-
close si X = X*.

La condition X C Y* & X* C Y™ peut étre remplacée par les trois conditions X C X*,
X*C X*et X CY = X* CY*. De méme une partie est (-)*—close si et seulement si elle est de
la forme X*. Le lecteur est invité a se rapporter a [Bir 67, Dav 90] pour tout complément sur la
notion de cloture, qui est fondamentale. D’autre part, il est possible de construire des clétures a
partir de correspondances de Galois [Gal 92].12

12Cependant, nous n’aurons pas besoin de cet outil trés général dans le cadre de cette theése.
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L’opérateur de cloture le plus simple que ’on puisse imaginer est la fonction identité. C’est
d’ailleurs la plus petite au sens de l'inclusion point & point C.'3 La plus grande cléture sur un
ensemble X est la fonction constante X — X. Si X est muni d’un préordre <, on peut définir
deux opérateurs de cloéture supplémentaires.

L’opérateur |(-) défini par

IX&2{yeX|IreX, y<a} (2.1)

est une cléture appelée cléture inférieure ou section initiale de X. L’autre opérateur de
cloture trés important sur les ensembles préordonnés est la cléoture de MacNeille définie par

XT2{zeXx|VmeX, (X <m=x<m)} (2.2)

Dans le cas ou X posséde plus de deux éléments, le lecteur pourra noter que si 'ordre < est plat
—i.e. il sidentifie a I'égalité (z < y < z = y,)— alors | (-) et (-)! sont respectivement la plus
petite (X — X) et la plus grande cloture (X — X).

Quelques remarques de notations : I’ensemble X peut étre vu comme la partie pleine de X et
dans ce cas, X* = X. Dans la mesure oil X* est connue et est égale a X', nous préférons utiliser la
notation X* pour autre chose. Nous définissons X* comme étant X* = {X* | X C X'} ensemble
des parties closes de X'. Par abus de notation, nous écrirons z* pour {z}* pour un élément z de
X lorsque cela ne préte pas a confusion. Le lecteur pourra remarquer que |z = zf, cette égaliteé
n’étant valable que pour les singletons dans le cas général.

Proposition 2.2.2 i (-)* est une cloture sur 'ensemble X alors (X*,C) est un treillis complet.

Démonstration. (X*, C) est tout d’abord un ensemble ordonné. Pour la structure de treillis
complet, elle est obtenue par les identités suivantes :

/\i Xi = ﬂz Xi et \/2 X = (Uz Xi)* (2.3)

Pour prouver la premiére, il suffit de montrer que I'intersection d’une famille de parties (-)*-closes
est (-)*-close, ce qui se fait par le calcul suivant : (), X})* C ", X} & Vi (N, X)) C X} &
Vi (); X7 € X} derniére condition qui est vérifiée. Pour la borne supérieure, nous obtenons le
calcul : Vi X; CY* & |, X; CY* < (U, X))  C Y™ O

La notion de cloture permet donc de fabriquer des treillis complets et nous verrons que nous
pouvons fabriquer n’importe quel treillis de cette maniére en section 2.2.3. Ce qui nous intéresse
maintenant, c’est de pouvoir étendre un ensemble ordonné en treillis, c’est-a-dire, a partir d’'un
préordre P, fabriquer des plongements i : P — K oil I est un treillis complet.

2.2.3 Clétures compatibles

Nous introduisons maintenant une adaptation de la notion de cléture a la structure d’en-
sembles ordonnés dans le but de fabriquer des treillis qui prolongent ces ensembles ordonnés.

13Si f et g sont deux fonctions £ — P ot P est un ensemble préordonné, on écrit f C g si et seulement si la
condition Vz € £, f(z) < g(x) est vérifiée.
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3 3=1Vv2 3=1Vv2
Lv2 /\ t
1 2 A)— 1 2 —(—)——> 1 2

1A2 1A2

Fia. 2.1 — Deux exemples de complétion.

Compatibilité

Définition 2.2.6 (Cloture compatible) Soit (P, <) un ensemble préordonné. Une cloture (-)*
* 14

est dite compatible si pour tout x € P on a |z = x”.

Bien sir, la cloture |(-) est trivialement compatible. Si une cloture est compatible, alors
X* = [(X*) et donc X* est une section initiale. La cloture de MacNeille (-)7 est elle aussi
compatible. Le résultat 2.2.6 précise la structure de I’ensemble des clétures compatibles mais
pour 'instant, intéressons-nous aux extensions de P par clotures compatibles.

Proposition 2.2.3 Soit (P,<) un ensemble préordonné et (-)* une cloture compatible alors
i : Pr—P* définie par i(x) = |z est un plongement. Ce plongement préserve les bornes inférieures
et les plus grands éléments — s’ils existent dans P.

Démonstration. Pour = et y dans P on a x < y < |z C |y. Donc nous avons bien un
plongement. Soit (z3) une famille d’éléments de P et un élément a tel que a ~ A, xj alors
la = lz} d’ou la préservation de la borne inférieure par les identités (2.3). O

Exemples de plongements

Prenons le cas d’un premier exemple simple. On considére ’ensemble ordonné des entiers
naturels (N, <). Dans ce cas on obtient [N = {[0,n[]| 0 < n}UNet Nf = {[0,n] | 1 <n}UN. On
obtient un résultat différent : les deux treillis sont certes isomorphes mais le plongement n’est
pas le méme. Dans la complétion par [(-), le plus petit élément 0 n’est pas préservé puisqu’il
vaut () # |0 alors que dans le cas de ()7, il est et vaut {0} = |0. Pour un contre-exemple en
ce qui concerne la préservation de la borne supérieure, en figure 2.1, on peut voir que la borne
supérieure 3 = 1V 2 n’est pas préservée dans le cas de | (-) alors qu’elle I'est dans le cas de ()T
En général, on a tout intérét a utiliser la complétion de MacNeille ()T si on veut préserver au
maximum la structure initiale.

Préservation des bornes supérieures

Proposition 2.2.4 Le plongement i : P — P! ou ()T est la cloture de MacNeille définie par
Uidentité (2.2) préserve les bornes supérieures et les plus petits éléments — s’ils existent dans P.

Démonstration. Pour une famille (xy)rex (éventuellement vide) et un élément a tel que a ~
Vi xk, on a la = {zy | kek} = (Us lwk)T. O

Ce dernier résultat posséde un corollaire intéressant qui exprime le fait que tout treillis peut-
étre obtenu (& isomorphie prés) par cloture (compatible d’un ensemble ordonné.)

' Attention, = est un élément de P et pas une partie de cet ensemble, sinon on aurait [(-) = (-)* ce qui serait
bien trop restrictif.
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Corollaire 2.2.5 Si (K,<) est un treillis complet alors la fonction i : K — K1 définie par
i(z) 2 ' est un isomorphisme de treillis complets.

Démonstration. ¢ est un plongement qui préserve les bornes supérieures et les bornes infé-
rieures. On a aussi X7 = \/i(X) = i(\/X). Donc i est surjectif. Ainsi, i est un isomorphisme
d’ensembles ordonnés. Par conséquent, il préserve automatiquement la structure de treillis com-
plet. O

Structure de I’ensemble des clotures compatibles

Nous nous intéressons maintenant a la structure de I’ensemble des clétures compatibles que
nous noterons C(P), dont nous décrivons la structure d’ordre C. Nous donnons également une
caractérisation catégorique de cet ensemble ordonné a partir de la notion de V-complétion.

Proposition 2.2.6 L’ensemble des clotures compatibles définies sur (P, <) est noté C(P). Or-
donné par Uinclusion point a point T, il forme un treillis complet (C(P),C) dont le plus petit
(resp. grand) élément est |(-) (resp. (-)T).

Démonstration. La structure de treillis est donnée par sa borne inférieure. Si ((+)})kex est
une famille (non vide) de clotures compatibles alors on peut vérifier que X +— [, (X)} est une
cloture compatible. Pour le plus grand élément, vérifions tout d’abord que ()Jr est compatible.
Soit y < = deux éléments de P. Si on considére un élément m tel que x < m, alors on a aussi
y < m. Ainsi |z C x*. Réciproquement, si y € * alors en choisissant m = z, de x < m on déduit
y <m,ie y <z Donca* C |z. Vérifions maintenant que c’est le plus grand élément. Soit (-)*
une clotire compatible quelconque, X une partie quelconque de P et montrons X* C XT. Soit
r € X*. Si X <malors X C |m = m* et donc X* C m* = |m puis X* < m et finalement
z < m. O

Définition 2.2.7 (Complétion) Soit (P, <) un ensemble préordonné. On appelle V-complé-
tion de P un plongement i : P — K dans un treillis complet (KC, <) qui soit V-dense, ¢’est-a-dire
pour tout k € K il existe une famille (xy)per de P telle que k = \/} i(xy).

Par exemple, le plongement i : P — P* est V-dense car X* = (UxeX lx)* = Vaex i(z)
et par conséquent P*, C est une V-complétion de (P, <). En fait, il existe une correspondance
entre la notion de cléture compatible et celle de V-complétion sous la forme d’une équivalence
entre deux catégories. D’'un coté nous avons le treillis des clétures compatibles qui, en tant
qu’ensemble ordonné, forme une catégorie, et de 'autre les V-complétions dont les morphismes
f (i1, K1) — (i2,K2) sont les fonctions f : K1 — Ko qui préservent les bornes supérieures et
commutent avec i1 et io, c’est-a-dire io = f 0i1.

Théoréme 2.2.7 (Equivalence) La catégorie des \/-complétions de P est équivalente au treillis
de clétures compatibles sur P.

Cette caractérisation abstraite est certes trés élégante et éclairante mais ne nous sera pas
trés utile par la suite. Aussi nous faisons le choix de citer le résultat, sans le démontrer, pour ne
pas avoir & introduire un important vocabulaire catégorique. Le lecteur désireux d’approfondir
ce point pourra se référer a la preuve du résultat dans [LW 00a].
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2.3 Monoides ordonnés

2.3.1 Monoides

Définition 2.3.1 (Monoide) Un monoide (commutatif) est une paire (M,e) ou M est
un ensemble et @ : M X M — M une opération binaire sur M, associative, commutative, et
admettant un élément neutre noté e. Un morphisme de monoides f: M — Q est une fonction
vérifiant f(ep) =eg et f(x) @ f(y) = f(x @ y) pour des éléments x el y quelconques de M.

Nous n’utiliserons que des monoides commutatifs, aussi nous omettrons le terme « commu-
tatifs » par la suite, il sera sous-entendu sauf exception qui serait précisée. Les monoides sont
des structures élémentaires trés communes. Par exemple, I’ensemble des entiers naturels muni de
Paddition (N, +) est un monoide dont I’élément neutre est entier 0. Les groupes (commutatifs)
sont a fortiori des monoides comme par exemple les groupes cycliques Z/pZ. Un exemple trés
important est celui des monoides libres.

Définition 2.3.2 (Multi-ensemble) Un multi-ensemble (fini) est une fonction M : X —NT
ot X est un ensemble fini, appelé ensemble de définition de M.

Ici NT désigne les entiers non nuls. Par exemple, on pourra noter {1,1,4} le multi-ensemble
décrit par la fonction (1 +— 2,4 — 1) définie sur {1,4}. L’ordre ne compte pas et on aurait
pu écrire {1,4,1}. Par contre, le nombre d’occurences compte et {1,4} # {1,4,1}. Le multi-
ensemble défini sur I’ensemble vide est noté (). On peut faire la somme, notée M + N de deux
multi-ensembles. Par exemple {1,4,1} + {4,1,8} = {1,1,1,4,4,8}. Si K est un ensemble, on
appelle multi-ensemble sur K tout multi-ensemble défini sur une partie (finie) de K.

Proposition 2.3.1 L’ensemble des multi-ensembles sur X, noté M¢(X) muni de + est un mo-
noide commutatif dont l’élément neutre est le multi-ensemble vide (). Il est isomorphe au monoide
libre, c’est-a-dire le monoide commutatif engendré par X.

On considére un monoide (M, e) quelconque. L’opération monoidale e peut s’étendre sur
I’ensemble des parties de M. Si X et Y sont deux parties de M alors on définit une opération
binaire sur I’ensemble des parties P(M) notée - o - par

XeY2{zey|recXetyecY} (2.4)

Par abus de notation, pour m élément de M, nous écrirons = @ X au lieu de {z} @ X ¢’il n’y a
pas d’ambiguité. Cette nouvelle opération sur P(M) est associative et admet un élément neutre
{e} ou e est 1’élément neutre de M. Par contre, () est un élément absorbant.

Proposition 2.3.2 L’ensemble des parties (P(M),- e -) du monoide M est un monoide dont
l’élément neutre est {e}.

Ce dernier monoide est bien connu en informatique puisqu’on 'utilise par exemple (dans le
cas non-commutatif certes) pour les équations de point fixe sur des ensembles des mots, dans le
but de définir des langages & partir de grammaires.'® On se sert aussi de sa structure d’ordre (de
treillis complet en fait) pour résoudre ces fameuses équations.

5Par exemple I’équation au point fixe X = a.X U b a pour solution le langage {a™b | n € N}.
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2.3.2 Monoides préordonnés

Nous ajoutons maintenant une structure de préordre. Pour des besoins ultérieurs, nous af-
faiblissons la définition de monoide & celle de quasi-monoide. Que veut dire le terme quasi
monoide ? 11 signifie simplement que la structure de monoide est & équivalence ~ prés, autre-
ment dit les équations suivantes sont vérifiées :

Quasi unité aee™~a
Quasi associatif ae(bec)~(aeb)ec
Quasi commutatif aeb~bea

Cela peut sembler un peu lourd. De toutes facons, dans le cadre le plus couramment utilisé
des ensembles ordonnés, ’équivalence >~ se confond avec 1’égalité = et on a alors un « vrai »
monoide. Dans ce cas, e est défini de maniére unique par e, et pas seulement a équivalence ~
prés, et on ne le précise pas dans la structure (M, e, <). La croissance de e veut dire que pour
tous x,a, b éléments de M tels quea < bonaxea < zeb.

Définition 2.3.3 (Monoide (pré)ordonné) Un momnoide (pré)ordonné est un quadruplet
(M, e, <, e) tel que (M, e, €) soit un quasi-monoide, (M, <) soit un ensemble (pré)ordonné et que
e s0it croissante en ses deuz arguments. Un plongement de monoides préordonnés f: M — N
est une fonction qui est o la fois un plongement d’ensembles (pré)ordonnés et un morphisme de

monoides (& équivalence prés), i.e. f(epm) ~eg et f(xoy) ~ f(x)e f(y).

Définition 2.3.4 (Equivalence) Une équivalencei: M =N est un plongement de monoides
préordonnés qui est aussi une équivalence d’ensembles préordonnés.

Proposition 2.3.3 L’opération monoidale o passe au quotient par [’équivalence ~ et le quotient
(M)~ 0, <) est un monoide ordonné. De plus, la fonction i : M = M/~ définie par i(z) = [z]
est une équivalence de monoides préordonnés.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.2.1, nous avons déja une structure d’ensemble or-
donné sur M/~ définie par [z] < [y] © = < y. Comme l'opération monoidale e est croissante,
~ est une congruence pour cette opération —on dit aussi que e passe aux classes— et on peut

définir [x] e [y] = [z e y]. Par quasi unité —aee ~ a,— [e] est un élément neutre. De plus, sur les
classes, e devient associative et commutative. Toujours d’aprés 2.2.1, ¢ est déja une équivalence
d’ensembles préordonnés. O

Le monoide libre de multi-ensembles M(X') muni de la relation d’inclusion'® C entre multi-
ensembles est un monoide ordonné. L’ensemble des parties (P(M),- e -, C) d’un monoide M
muni de 'extension de - e - aux parties de M et ordonné par 'inclusion C est aussi un monoide
ordonné.

(N, +, <) est un autre exemple de monoide ordonné et on pourra noter qu'’il est isomorphe
a (Mg({4}),+,C) o 4 est un élément arbitraire. D’autres exemples seront présentés dans le
chapitre 4. En section 4.6.3 plus particuliérement, nous verrons comment représenter n’importe
quel monoide préordonné (resp. fini) par un réseau de Petri (resp. fini.)

Proposition 2.3.4 Si (K, <) est un treillis complet alors (IC, A, <) et (KC,V,<) sont des mo-
noides ordonnés.

160 C N si et seulement si il y a moins d’occurences de chaque élément dans M que dans N.
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Démonstration. L’opération de borne inférieure binaire V est associative et commutative, son
élément neutre est L. Elle est aussi croissante. En fait, on a seulement besoin de 'existence des
bornes supérieures de familles finies sur I’ensemble ordonné (I, <) et de méme dans le cas des
bornes inférieures. O

Définition 2.3.5 (Résidu) Soit (M, e, <, e) un monoide préordonné. Un résidu est un opéra-
teur binaire —e : M x M — M tel que pour tous x,a,b dans M, on aaex <b< x < a—eb.
Un monoide préordonné sera dil résidué s’il posséde au moins un résidu.

En termes catégoriques, cela veut dire que a o (-) et a —e () sont adjoints : ils forment une
correspondance de Galois [Mac 71]. On peut avoir un résidu partiellement défini et on écrira par
exemple z >~ a—eb si la condition Vo, x < z & aex < b est vérifiée. Comme les bornes supérieures
et inférieures, le résidu est unique & équivalence prés, ce qui justifie la notation précédente. Par
exemple, sur le monoide (N, +, <), la fonction (a,b) — max(b — a,0) est un résidu.

Considérons le monoide ordonné (P(M), e, C) des parties de M et le monoide ordonné des
multi-ensembles (M¢(X),+,5) :

Proposition 2.3.5 L’opérateur défini par X —Y 2 {2z | ze X C Y} est un résidu sur le monoide
ordonné des parties (P(M), e, C).

Démonstration. Pour X, A et B des parties quelconques de M, on a
XeACB&eVieX, 20 ACBsVreX, recA—eB&s X CA—-eB
O

Nous faisons remarquer que l'opérateur défini par x —e y = max(y — ,0) n’est pas un résidu
sur (N, +,<). En effet, comme on a 0 < 2 —e 1, il s’en suivrait 2+ 0 < 1 ce qui est faux. Par
conséquent, le monoide ordonné (N, +,<) et plus généralement les monoides ordonnés libres
M (X) ne sont pas résidués.

2.4 Espaces de phases, clétures stables

Nous venons de présenter quelques exemples de monoides ordonnés. Tout comme nous avons
montré comment il est possible de donner une structure de treillis complet & un ensemble quel-
conque avec le résultat 2.2.2, nous expliquons maintenant comment la notion de cléture stable
permet d’ajouter une structure de treillis complet & un monoide.

2.4.1 Définition

Définition 2.4.1 (Cloture stable/espace de phases) Soit (M,e) un monoide. On appelle
cloture stable toute cloture (-)* qui vérifie la propriété X* e Y* C (X o Y)* pour toutes parties
X et Y de M. Le triplet (M, e (-)*) est alors appelé espace de phases.

La condition de stabilité X* ¢ Y* C (X e Y)* peut aussi s’écrire —i.e. est équivalente a—
X e Y* C (X oY)* qui peut-étre plus « facile » & prouver car on a X* ¢ Y* C (X*eY)* C
(XeY)" =(XeY)"

L’identité X — X est la plus petite cloture stable et la fonction constante X — M la plus
grande. Si < est un ordre pour lequel e est croissante — autrement dit, M est un monoide
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ordonné— alors [(-) est aussi une cloture stable mais nous en reparlerons dans la prochaine
section.

On considére un espace de phases (M, e, (-)*) fixé. Nous nous intéressons a la structure de
’ensemble des parties (-)*-closes, c’est-a-dire de la forme X = X*. Nous définissons une opération
binaire notée (- o -)* sur P(M) par

(o) (X,Y) > (X oY)

Proposition 2.4.1 L’ensemble M* des parties (-)*-stables de M muni de l'opération (- e -)* est
un monoide dont I’élément neutre est e*.

Démonstration. Montrons tout d’abord I'identité (X* e Y*)* = (X o Y)*. Par stabilité, il vient
X*eY* C (X oY)" et donc I'inclusion C est acquise d’aprés la propriété caractéristique des
clétures — voir définition 2.2.5. L’inclusion réciproque est vraie pour n’importe quelle cléture,
pas seulement les clotures stables, parce que Z C Z* et e est croissante sur P(M). 1l est clair que

(- ® )" peut se restreindre & M* car ses images (X @ Y)* sont (-)*-closes. Montrons ’associativité.
(X*e (Y e Z")) = (X*o(Yo2)) = (Xeo(YeZ)) = (XeY eZ)". Par symétrie, on a

aussi (X*eY*)" e Z*)" = (X oY @ Z)*. D'ou l'associativité. La commutativité est triviale.
Enfin pour I’élément neutre, on rappelle que 'on note e* = {e}”*. Alors il vient (e* @ X*)* =
(ee X)" = X*. O

D’autre part, M* hérite de P(M) une structure d’ensemble ordonné et posséde méme une
structure de treillis d’aprés le résultat 2.2.2. On définit 'opération binaire notée —e sur P(M)
par

- (X,)Y)—{zeM|zeX CY}

Il est facile de constater que —e est croissante (ou co-variante) en son deuxiéme argument (Y
dans la définition) et décroissante (ou contra-variante) en son premier (X dans la définition.) On
pourra remarquer que X o (X —oY) C Y.

Proposition 2.4.2 Pour toutes parties X et Y de M, on a X —eY* = X* —e Y™ ¢t cette partie
est (-)*-close.

Démonstration. Clairement on a déja X* —eY™* C X —e Y™*. Soit donc z € X —e Y*. Alors on
azeX*C 2z eX*C (zeX)" CY* par stabilité de (-)*. Donc on a 2z € X* —e Y*. Montrons
que (X o Y*)* C X —e Y*. Soit z € (X — Y*)*. Ainsi il vient 2* C (X —e Y*)*. On obtient le
calcul 20 X C 2*e X* C (X o Y*)" e X*C (X oY*) e X)*C (Y*)" =Y*.Doncze€ X Y™
Donc X —e Y* est (-)*-close. O

Proposition 2.4.3 (M*,(-e-)*,C) est un monoide ordonné et 'opération binaire —e est un
résidu sur M*.

Démonstration. Soient X,Y, Z des parties de M* telles que X C Y. Alors Ze X C ZeY
et donc aussi (Z e X)* C (Z eY)*. Nous avons bien un monoide ordonné. Soient X, A, B trois
parties (-)*-closes de M alors X CA-eB< XeAC B« (XeA)"CB. O
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2.4.2 Espaces quotients

On s’intéresse maintenant a la réduction des espaces de phases par passage au quotient. On
se donne pour cela une projection (morphisme surjectif) notée |-| d’un monoide M vers un
monolide Q.

Définition 2.4.2 (Espace de phases quotient) Soit (M, e, (-)*) un espace de phase. Le qua-
druplet (Q, e, (-)°,|-]) est un quotient de M si (Q,e,(-)°) est un espace de phase et |-] : M—Q
est un morphisme de monoides surjectif — encore appelé projection. On suppose de plus que
Uon a l’équivalence

|z| € | X]|° < 2 € X* pour tous v € M et X C M (2.5)

Nous rappelons que pour X une partie de M, la notation | X | est 'image extensionnelle de
X par |-], cest-a-dire | X| £ {|z] | z € X}. De méme, on note I'image inverse pour Y partie
de Q, Y|t & {z € M| |z] € Y}. On pourra noter que pour Y C Q on a alors l'identité
Ye = [([Y]™1)"]. Ainsi (-)° est définie de maniére unique par |-| mais cette derniére identité est
plus faible que la condition (2.5). Nous rappelons les identités [z ey | = |x] @ [y]| et [epm] =eg
qui caractérisent un morphisme de monoide. Enfin, tout élément y de Q est de la forme |z | pour
au moins un élément = de M.

De l'identité | X | = | X*| pour toute partie X de M, nous pouvons déduire que pour toute
partie (-)*-close X de M, on a | X*| = |X| = | X]°. Ceci nous autorise & définir une fonction
T : M*— Q° par 7(X) £ | X | qui est bien str surjective. Nous nous intéressons maintenant aux
propriétés de préservation de 7, dans la mesure o M* et O° possédent tous deux des structures
de monoides résidués et des structures de treillis.

Lemme 2.4.4 Soit X,Y, A; des parties (-)*-closes de M alors on a

T(e*) = e°
(X e Y)*) = (r(X)e7(Y))°
T(X oY) =7(X)—-e7(Y)
(M Ai) =, 7(Ai)
7((U; 4)") = (Ui 7(40)°

Démonstration. Les deux premiéres identités sont triviales, la cinquiéme aussi. Pour la troi-
siéme et la quatriéme, soit x € M. Nous obtenons les deux calculs suivants, présentés cote a
cote :

2] € T(X) —e 7(Y) o] € (N, A)
& [z e|X]C Y] & [o) e |, Al
& [reX|C V) o ze (A
& re X CY” & ze() 4
&S rzeXCY S Vi, x € A;
& € (X oY) & Vi, e A
& |r]e|X—eY]° & Vi, |z) € |A]°
& |z er(X oY) < lz] e7(A)

O

Ainsi, a la fois la structure monoidale résiduée et la structure de treillis complet sont préser-
vées dans le quotient.
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2.5 Quantales et prétopologies

Dans la section précédente 2.4, nous avons construit des monoides ordonnés résidués qui sont
aussi des treillis complets, a partir d’un espace de phases. Ces structures sont appelées des quan-
tales et leurs propriétés ont deja été étudiées indépendamment des espaces de phases [Yet 90].
Nous nous intéressons surtout a leurs propriétés se rapportant & la sémantique de la logique
intuitionniste linéaire et nous verrons que les quantales constituent la sémantique algébrique de
cette logique, voir section 4.2.1 chapitre 4.

2.5.1 Définitions

Définition 2.5.1 (Quantale) Une quantale est un triplet (Q,e,<) ou (Q,e) est un monoide
commutatif et (Q,<) est un treillis complet et tel que pour tous éléments a, (b;);, de Q, on a
ae\/ b =\/;(aeb;). On appelle cette relation distributivité infinie.

La distributivité infinie s’instancie sur la famille vide par I'identité xe L = 1. Par conséquent,
1 est un élément absorbant dans une quantale. Par exemple, ({L} UN U {oc},+, <) est une
quantale, dans la mesure oit on pose L + oo = L. ([0,n], max, <) est aussi une quantale.

Proposition 2.5.1 Si (IC,<) est un treillis complet alors (IC,V, <) est une quantale. Si K est
fini et distributif 17 alors (IC, A, <) est aussi une quantale.

Ce dernier cas est intéressant puisque le treillis (IC, <) est une algébre de Heyting [Tro 88|
— voir aussi section 3.2.1 chapitre 3— si et seulement si (K, A, <) est une quantale. D’autres
exemples de quantales seront également présentés au chapitre 4.

Proposition 2.5.2 Si (M, e, <) est un monoide ordonné et un treillis complet alors M est une
quantale si et seulement si M est résidué.

Démonstration. En supposant que M est une quantale alors il suffit de poser a —e b = \/{z |
xea < b} et de vérifier que ceci définit bien un résidu. En effet, on a alors a e (a —eb) =
V{zea | zea < b} <b Et par conséquent, a —8 b = max{z | z e a < b}. D’ou "équivalence
rea<b< x<a—eb Réciproquement, si —e est un résidu alors on obtient le calcul z o \/b; <
me \/b<xr—emeVi b <z—em& Vi, zeb; < m< \/(zeb;) <m. Par conséquent, on
obtient la distributivité infinie. O

Proposition 2.5.3 Si (M, e (-)*) est un espace de phases alors (M*,(-e-)*,C) est une quan-
tale. L’élément neutre est e*, le plus petit 0* et le plus grand M. Pour le résidu, on a X —oY =
{zeM|zeX CY} et pour les bornes sups. et infs, \/; X; = (U, Xi)" et \; Xi =), Xi.

Démonstration. Il suffit d’appliquer les résultats 2.4.3, 2.2.2 et 2.5.2. O

Nous savons donc fabriquer facilement des quantales. Nous nous intéressons maintenant &
I’extension des monoides ordonnés en quantales, ¢’est-a-dire aux plongements i : M — Q d’un
monoide ordonné M dans une quantale Q.

17Tci, on ne suppose que la distributivité finie des bornes supérieures sur les bornes inférieures.
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2.5.2 Complétions, prétopologies

On se donne un monoide préordonné (M, e, <) fixé et on considére maintenant 1’ensemble
des clotures qui sont a la fois compatibles avec < et stables pour e, ensemble que ’on note C(M).

Définition 2.5.2 (Prétopologie) Soit (M, e, <) un monoide préordonné. On appelle préto-
pologie toute cloture (-)* sur M qui est a la fois compatible sur (M, <) et stable sur (M,e).
Nous rappelons les conditions :

Compatibilité Vr e M, z* = |z
Stabilité VX)YCM, X*eY*C (XeY)"

Par exemple, la cloture inférieure |(-) est une prétopologie. Par contre, la cloture ()T de
MacNeille n’est pas, dans le cas général, une prétopologie. On peut en effet vérifier qu’elle n’est
pas stable sur ([0, 3], max, flat) ou max est le maximum pour l'ordre naturel 0 < 1 < 2 < 3 et
flat est l'ordre plat sur cet ensemble.'® La plus grande cloture compatible et stable est donnée
par le résultat suivant :

Théoréme 2.5.4 La plus grande prétopologie, notée (-)°, est définie par l'équation suivante,
pourx € M et X C M :

reX°&VamaeX<m=aex<m (2.6)

Démonstration. On voit tout d’abord que a ¢ X < m = a e X° < m et par conséquent
X°° C X° et il est clair que (+)° est une cloture. Il est aussi clair que cette cloture est compatible,
i.e. |z = 2°. Montrons maintenant que (-)° est stable. Soient X et Y deux parties de M et
montrons que X° e Y° C (X ¢Y)°. Soit z € X° et y € Y° et montrons z ey € (X ¢ Y)°. Soient
donc a et m fixés tels que a e (X oY) < m. En fixant 2/ € X, on a donc aez’ ¢Y < m et
donc, comme y € Y°, on a a e 2’ e y < m, ceci quel que soit 2’ € X. Par conséquent, on obtient
ae X ey < mouencore aeye X < m. Comme x € X° on obtient donc a ey e x < m ou encore
ae(rxey) <m.Doncreyc (XeY)° (-)° est une cloture compatible et stable et donc une
prétopologie.

Soit maintenant une prétopologie quelconque (-)*. Nous voulons montrer que X* C X° pour
toute partie X de M. Il suffit pour cela de montrer que pour deux éléments a et m quelconques
de M,onaaeX <m = aeX* < m. Or, en supposant a ¢ X < m —ie. ae X C |m,—
on obtient le calcul suivant : a @ X* C a* ¢ X* C (ae X)* C (|m)* = |m. Donc pour toute
prétopologie (-)*, on a (-)* C (-)°. (+)° est bien la plus grande prétopologie. O

Corollaire 2.5.5 L’ensemble C(M) des prétopologies sur M muni de la relation d’ordre T
forme un treillis complet dont le plus petit élément est |(-) et le plus grand (-)°.

Démonstration. Nous avons déja vu en proposition 2.2.6 que l'intersection (point & point) de
clotures compatibles est compatible. Il est aussi trivial de vérifier que l'intersection de clétures
stables est stable. Donc l'intersection point & point est 'opération de borne inférieure sur C(M),
qui est par conséquent un treillis complet. Les éléments extrémaux viennent d’étre précisé dans
ce qui précede. O

18Par exemple, si on prend X £ {0,1} et Y £ {2}, on obtient X = {0,1,2,3} et YT = {2} d’ott XTeY T = {2, 3}.
Par contre, X ¢ Y = {2} et (X o Y)' = {2}. Par conséquent, X" ¢ YT ¢ (X 0 V)T,
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Proposition 2.5.6 Soit (M, e, <) un monoide préordonné et (-)* une prétopologie sur M. Alors
(M*, (- )", C) est une quantale et i : M — M* définie par i(x) = |z est un plongement
de monoides préordonnés qui préservent les résidus (qui existent) et les bornes inférieures (qui
existent.)

Démonstration. D’aprés les résultats 2.2.2, 2.2.3, 2.4.3 et 2.5.2, la seule chose qui reste &
prouver est que i préserve les résidus. Supposons donc que z >~ a —e b, autrement dit, la condition
suivante est vérifiée : Vo aex < b < x < 2. Alors il s’agit de montrer que i(z) = i(a) —ei(b). Or
i(a)—ei(b) = {a}—e|b d’apres la proposition 2.4.2. Un premier calcul donne : z < z = zea < b =
z€{a} —o|b=zci(a)—ei(b) = i(z) Ci(a)—ei(b) car i(a) —ei(b) est (-)*-close d’apreés 2.4.2.
Un autre calcul pour z quelconque dans M donne : = € i(a) —ei(b) = z € {a} —o [b= 2 e0a <
b=x<z=x¢€i(z). Donci(a) —i(b) Ci(z). O

On s’intéresse maintenant & la seule opération qui n’est pas préservée, c’est-a-dire la borne
supérieure. Nous avions vu que pour les treillis, la cléture de MacNeille ()T préserve les bornes
supérieures, voir résultat 2.2.4. Dans le cas des quantales, ()T n’est pas en général une prétopo-
logie et d’autre part, il n’est pas forcément possible de préserver toutes les bornes supérieures.
En effet, la condition de distributivité (infinie) n’est pas nécessairement veérifiee dans un mo-
noide ordonné complet quelconque, comme par exemple dans ({0, {0}, {1},{2},{0,1,2}},n, C).
Les bornes supérieures qui sont préservées doivent au moins vérifier la distributivité infinie, et
cette condition est suffisante. En particulier, si le monoide ordonné est résidué alors les bornes
supérieures sont préservées.

Proposition 2.5.7 Le plongement i : M M° défini par i(x) £ |x — ot (-)° est la plus grande
prétopologie, — préserve aussi les bornes supérieures z ~ \/, by qui existent, et qui vérifient la
propriété de distributivité infinie, i.e. Va, a ® z >~ \/,(a ® by).

Démonstration. On suppose z ~ \/, by, i.e. Va, (2 < & & Vk by, < ). Pour toute partie X de
M, on a
zeX° e Va,m, (ae X <m=aez<m)
& Va,m, (aoX <m= (Vkaeb Sm))
< Vk,a,m, (ae X <m = aeb, <m)
S Vk, b, € X°

Ainsi i(z) C X° < VEk, i(by) € X° est vérifiée et par conséquent, i(z) = \/, i(by). O

Corollaire 2.5.8 Si (M, e, <) posséde déja une structure de quantale alors i : M = M° défini
par i(z) 2 |z est un isomorphisme de quantales.

Démonstration. Toutes les opérations algébriques sont préservées d’apres les deux résultats
qui préceédent, et d’autre part, i est surjective car on a X° = i(\/ X) pour toute partie X de

M. O

2.5.3 Exemples de complétions

Nous présentons maintenant quelques exemples de complétions en utilisant la prétopologie
(-)°. Tout d’abord deux exemples simples de monoides ordonnés fondamentaux :
(N,+,<) = ({l0,n] | n € N} U{,N},+,C)

)

(Q7+7<) — (RU{_OO7+OO}7+7<>
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T
leT = L
M meTl = T
mel = 1
1

Fia. 2.2 — Complétion d'un monoide plat régulier.

{0} 8} ([0,3], max, flat)°

Fia. 2.3 — Complétion d’un monoide plat non régulier.

Dans le cas de Q, on remarque que la (-)°-complétion s’identifie a celle de Dedekind-MacNeille.
On pourra noter que (x,y) — y —x est un résidu dans la mesure ou Q est un groupe ordonné. Le
cas de N est intéressant car on constate que si 0 est le plus petit élément dans (N, <), son image
0° = {0} ne est pas dans (N°, C) puisque le plus petit élément est (). Voici donc un exemple L
n’est pas conservé. Il ne peut donc pas étre distributif, et en effet, on constate par exemple que
dans (N,+,<)onal+\/0=14+0=1#0=\V0.

Nous considérons maintenant un autre type d’exemple : la complétion d’un monoide M plat,
c’est-a-dire que < est la relation vide. Dans le cas de [(+), on obtient toujours P(M) car cette
complétion ne tient compte que de ordre. Par contre, dans le cas de (+)°, la structure monoidale
peut avoir une influence :

Proposition 2.5.9 Si le monoide plat M est régulier et contient plus de deux éléments alors
M =MU{L T} avec Lex=_1 etpourx# L, Tex=T.

Bien sir, lorsqu’on écrit M° = M U {1, T}, il s’agit d'une isomorphie. D’autre part, nous
précisons le sens de régulier. Cela veut dire que 'opérateur e est simplifiable, i.e. Va, b, x, aex =
bex = a = b. Cest par exemple le cas des monoides libres (multi-ensembles) tels que (N, +)
ou des groupes comme Z/pZ. La structure obtenue est représentée en figure 2.2. On remarque
aussi que 'on obtient un treillis non-distributif pourvu que M soit de taille supérieure a trois.
(C’est une facon d’obtenir un contre-exemple & la distributivité de @ sur &, voir section 4.2.2
chapitre 4.

Cependant tous les monoides ne sont évidement pas réguliers. Considérons par exemple le
monoide ([0,n], max), pour n > 1. Il n’est pas régulier parce que max(0,n) = max(1,n). Nous
obtenons la structure de treillis décrite en figure 2.3 qui présente le cas n = 3. On peut montrer
que 0° =0, 2° = {z} et si X a plus de deux éléments alors X° = [0, max X].

2.5.4 Correspondance catégorique

Définition 2.5.3 (Complétion) Soit (M, e, <) un monoide préordonné. On appelle V-com-
plétion de M un plongement de monoide préordonné i : M — Q dans une quantale (Q,e,<)
qui est \V/-dense. Les morphismes [ : (i1, Q1) — (i2, Q2) sont les morphismes de quasi-monoides
f 91— Qs qui préservent les bornes supérieures et commutent avec 11 et ig, i.e. 1o = f o01iy.
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Théoréme 2.5.10 (Equivalence) La catégorie des \/-complétions du monoide préordonné M
est équivalente au treillis des prétopologies sur M.

Nous rappelons au lecteur qu'’il pourra trouver une démonstration de ce résultat'® dans
Particle [LW 00a]. Cette démonstration fait uniquement appel aux notions de bases de la théorie
des catégories et est donc relativement accessible au néophyte.

2.6 Interprétation des séquents intuitionnistes

Dans cette partie, on suppose donné un ensemble Form de formules logiques, qui dépend bien
sir de la logique utilisée. Par exemple, en figure 1.1, nous avons défini les formules de la logique
intuitionniste. Le lecteur trouvera les formules de la logique intuitionniste linéaire en section 4.1
chapitre 4. Nous ne nous intéressons pas ici a la structure des formules mais seulement & leur
combinaison dans ce que I'on appelle un séquent, et & 'interprétation sémantique de ces séquents,
A partir d’une interprétation des formules de Form.

Définition 2.6.1 (Séquent intuitionniste) Soit Form un ensemble de formules. On appelle
séquent intuitionniste une paire (I'; A) notée I'= A ou I' est un multi-ensemble de formules
et A est une formule. T' est appelé contexte ou (multi-)ensemble d’hypothéses et A est appelé
conclusion.

Les séquents sont les briques de bases (éléments) des systémes déductifs appelés calculs des
séquents comme par exemple le systéme de régles décrit en figure 1.3 mais peuvent aussi servir
dans certaines présentations de la déduction naturelle [Tro 96]. Nous informons le lecteur qu'’il
est d'usage d’écrire Aj, Ay, ..., A, au lieu de {A;, Ag,..., Ay} pour un contexte. De la méme
maniére, nous écrirons I'; A au lieu de T" @ A ou bien I' + A pour la somme (ou concaténation
ou superposition) des contextes I et A. Nous respecterons cet usage sauf quand un autre choix
nous semblera plus expressif.

Si un systéme déductif a été défini pour les séquents, & partir de régles par exemples, nous
écrirons ' IF A au lieu de IFI' - A lorsque le séquent I' - A est valide.

Définition 2.6.2 (Interprétation) Soit Form un ensemble de formules et (M, e, <) un mo-
noide ordonné. Une interprétation des formules de Form est une fonction [-] : Form — M.

En général, on interpréte les formules & partir de leurs briques de bases, les formules atomiques
et on a besoin d’une structure additionnelle pour interpréter les connecteurs logiques, comme par
exemple une structure de treillis. Mais la structure de monoide préordonné suffit pour interpréter
les séquents intuitionnistes.

Etant donnée une interprétation [-] : Form— .M des formules, on peut interpréter les contextes
par

[T] = [Ai] e---o[A,] pour T = Aq,..., A,

et de maniére naturelle, [)] = e pour le cas n = 0. Dans le cas de la logique intuitionniste, nous
prendrons A comme opération monoidale e et nous retrouvons [A1,..., Ap] = [Ai] A--- A [Ax].

Définition 2.6.3 (Interprétation fidéle) Une interprétation [-] est dite fidéle (ou valide)
st pour tout séquent T'= A tel que T'I- A, on a [I'] < [A]. En particulier, si une formule A est
valide alors e < [A].

198711 éclaire les rapports entre clotures et complétions, il ne sera en revanche pas utilisé par la suite.
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Définition 2.6.4 (Contre-modéle) On appelle contre-modéle d’une formule A une interpré-
tation fidele telle que e £ [A].

Ainsi, si A admet un contre-modéle, A est invalide W¥A. Un contre-modéle est donc une
« preuve » de l'invalidité de A. La construction de contre-modéle permet une description exten-
sionnelle de la relation W, elle permet d’exhiber des exemples de formules invalides.

Définition 2.6.5 (Complétude sémantique) Une classe de monoides préordonnés est dite
compléte pour une logique donnée si toute formule invalide admet un contre-modéle dans cette
classe.

Définition 2.6.6 (Propriété des modéles finis) On dit qu’une classe de monoides préordon-
nés 4 la propri€été des modéles finis si toute formule invalide admet un contre-modéle dans
un monoide préordonné fini de cette classe.

La propriété des modéles finis est en fait une propriété de complétude par rapport & une
classe de modéles qui sont tous finis.

Conclusion

Nous rappelons les bases de la complétion des ensembles ordonnés en treillis complets. Nous
définissons la notion de cloture qui permet de fabriquer des treillis complets en considérant
I’ensemble des parties closes. Grace & une condition de compatibilité, la structure d’ordre initiale
se plonge naturellement dans le treillis des parties closes. Nous caractérisons la cléture inférieure
(resp. de MacNeille) comme la plus petite (resp. grande) cloture compatible.

Nous définissons ensuite les notions de monoide ordonné et de résidu. Nous rappelons les
concepts d’espace de phases et de cléture stable. La notion de quantale qui est la base de la
sémantique algébrique de la logique intuitionniste linéaire est introduite comme la combinaison
d’un treillis et d’un monoide ordonné. Nous étudions les rapports entre quantales et espaces de
phases. Ceci nous permet de fonder une théorie de la complétion des monoides ordonnés en quan-
tales. Si on considére une cléture a la fois compatible et stable, autrement dit une prétopologie,
alors I’ensemble des parties closes forme une quantale. Nous caractérisons les prétopologies extré-
males ce qui nous donne une généralisation de la complétion de MacNeille au cas des monoides
ordonnés.

Enfin, nous rappelons les bases de l'interprétation sémantique des séquents intuitionnistes
dans une structure de monoide ordonné ainsi que la signification des résultats de complétude
(sémantique) et de propriété des modeles finis.

Dans le premier chapitre, la notion de réfutation est utilisée comme témoin de Iinvalidité
d’une proposition. C’est un critére syntaxique dans la mesure ol les réfutations sont des objets
syntaxiques. Les constructions sémantiques que nous venons de présenter permettent de définir
des modéles. Ils peuvent servir de critéres sémantiques a l'invalidité des propositions : si une
proposition admet un contre-modéle, alors elle est invalide.

Dans les deux chapitres qui vont suivre, nous nous attacherons a montrer comment ces deux
critéres, réfutations d'une part et contre-modéles d’autre part, sont liés I'un & 'autre. Nous
montrerons qu’une réfutation contient suffisamment d’information pour construire un contre-
modéle et nous en déduirons des procédures pour construire automatiquement des contre-modéles
finis.
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Introduction

La logique intuitionniste LI est entre autres la logique des types des langages fonction-
nels [Gir 89]. Elle est au centre des relations entre preuves et programmes via l'isomorphisme
de Curry-Howard [How 80]. Ainsi de nombreux travaux ont été consacrés & la recherche de
preuves dans cette logique ou dans des méta-logiques — « logical frameworks » — fondés sur
ses extensions. Dans ce contexte, la recherche de preuve [Dow 93] est utilisée comme base de la
programmation fonctionnelle stre [Nor 90, PM 93].

Comparé au cas de la logique classique propositionnelle, le probléme de décision de la va-
lidité est plus complexe [Sta 79]. Un certain nombre de méthodes de preuve dans LI sont fon-
dées sur la recherche de preuve en logique classique & partir de laquelle on étudie la prou-
vabilité intuitionniste [Rit 00, Bal 00, Wal 89]. D’autres mettent en ceuvre des calculs des sé-
quents [Vor 96, Dyc 92] ou techniques particuliéres (skolemization [Sha 92|, résolution [Tam 96],
BDD [GL 96] et preuves uniformes [Mil 91].)

La preuve par le calcul des séquents a fait de grand progrés lorsque Roy Dyckhoff a mon-
tré [Dyc 92] qu'’il était possible de se passer de la régle de contraction. Avec LJT, il propose un
systéme ou il n’est pas nécessaire de détecter les boucles & I'intérieur de I'espace de recherche de
preuves, car il n’y en a pas. Il se distingue en ce sens du calcul original LJ de Gentzen. D’autres
travaux ont proposés des résultats similaires sous forme de calculs des séquents ou de méthodes de
tableaux pour des logiques propositionnelles intermédiaires entre logique intuitionniste et logique
classique [Mig 97, Ave 99, Dyc 99].

L’un des problémes de la recherche de preuve dans LI est celui de la duplication de formules
lors de l'application inverse des régles. Une gestion fine des formules vues comme des ressources
rend nécessaire la recherche de solutions & ce probléme de duplication. Le partage est une solution
possible comme l'illustrent les travaux autour de structures telles que les BDDs [Gou 94].

Nos premiers travaux ont cherché & optimiser I'implantation de LJT par une gestion plus
fine des ressources [Gal 98a]. D’autres travaux ont montré qu’il est possible de construire des
contre-modeles a partir d'un échec de la recherche de preuve dans LJT [Pin 95, Wei 98]. Les
travaux de Hudelmaier [Hud 93] ont montré comment gérer la duplication des sous-formules au
niveau logique. Nous combinons ces différentes approches de construction de contre-modéles et
de gestion des ressources, ici les formules logiques, pour obtenir un systéme appelé STRIP.

Dans un premier temps, nous rappelons la syntaxe de la logique intuitionniste propositionnelle
définie par le biais de son calcul des séquents originel LJ. Puis nous rappelons la sémantique
algébrique et introduisons la sémantique de Kripke comme cas particulier de la sémantique
algébrique en nous servant des notions sémantique introduites au chapitre 2.

Dans un deuxiéme temps, nous mettons en ceuvre les notions de réfutation et de co-validité
introduites au chapitre 1 pour fournir une preuve de complétude du systéme LJT par rapport
4 la sémantique des arbres de Kripke finis ce qui prouve & la fois la complétude de ce systéme

37
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par rapport & la logique intuitionniste et la propriété des modéles finis. D’autre part, la preuve
contient un algorithme de construction de preuves ou de contre-modéles de Kripke.

Dans un troisiéme temps, nous proposons un nouveau systéme SLJ. C’est une étape intermé-
diaire qui nous permet de supprimer une forme de duplication par le partage d’une sous-formule
entre une hypothése et la conclusion. A la maniére de [Wei 98], nous proposons un algorithme
de construction de preuves ou de contre-modéles extrait de la démonstration du théoréme de
complétude de SLJ que nous donnons — voir aussi [Gal 99].

Enfin, nous présentons le systéme STRIP qui est une implantation du systéme SLJ dans
laquelle il n’y a plus aucune duplication. L’algorithme de construction de preuves ou contre-
modéles basé sur la recherche de preuve se traduit dans un programme. Nous discutons les
conséquences de ’absence de duplication sur la gestion efficace des ressources lors de la recherche
de preuve et des choix d’implantation au sein de STRIP.

3.1 Syntaxe

3.1.1 Les formules de la logique intuitionniste

L’ensemble Form des formules de la logique intuitionniste propositionnelle, notée LI,
construites & partir d’un ensemble de variables Var est défini par induction :

Form: A B:=V|F|T|AAB|AVB|A— BpourV € Var

Nous noterons usuellement les variables par les lettres V' ou W. Les variables sont des formules
atomiques, tout comme les symboles de constantes F (qui représente la valeur « faux ») et
T (qui représente la valeur « vrai »).20 Le symbole A représente la conjonction logique et le
symbole V la disjonction logique. Quand & —, il représente I'implication logique. D’aprés la
définition récursive, si A, B et C sont des formules alors (AV B) — (A A C) est une formule. Par
rapport a la logique classique, on constate que ’ensemble des formules est le méme. Cependant
la notion de validité est différente comme nous allons le voir par la suite. Pour une introduction
plus détaillée a la logique intuitionniste, du point de vue formel et du point de vue philosophique,
le lecteur est invité & consulter les deux ouvrages [Tro 88, Bee 84].

Un contexte est un multi-ensemble fini de formules, généralement dénoté par les lettres I’
ou A. Ainsi Ay,...,A, dénote le multi-ensemble composé de n formules. L’ordre des formules
n’a pas d’importance. Ainsi les contextes A, A, C et C, A, A sont identiques. On note par I', A la
juxtaposition des contextes I' et A et par Context ’ensemble des contextes.

3.1.2 Le calcul des séquents

Un séquent intuitionniste est une paire (I', A) € Context x Form ou I' est un contexte et
A une formule. Les formules de I" sont appelées hypothéses et A est la conclusion de séquent.
On écrira plutot I'F A pour dénoter un séquent. Si I" est le contexte vide on écrira FA plutot
que )+ A. Le calcul des séquents pour LI est un systéme de régles décrit en figure 3.1. Ce calcul
est appelé G2i est une version additive?’ du calcul des séquents de Gentzen. La régle de coupure
[cut] permet 'utilisation du lemme intermédiaire A pour prouver B. Cette régle est particuliére
parce que l'on peut montrer qu’elle est redondante.

20Cependant, « vrai » et « faux » n’ont pas le méme sens qu’en logique classique. En particulier, ils ne sont pas
duaux I'un de Pautre.
21 Pour une explication des notions d’additif et de multiplicatif, voir section 4.1.2.
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- Le systéme G2i
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Fic. 3.1 — Calcul des séquents G2i pour la logique intuitionniste propositionnelle, LI.
Théoréme 3.1.1 (Elimination des coupures) Tout séquent qui admet une preuve dans G2i
admet aussi une preuve dans ce systéme privé de la régle de coupure [cul].

D’autres régles redondantes importantes sont les régles structurelles de d’affaiblissement et
de contraction :

I'-B
I,AFB

[weak]

I,A AF B
T,AF B

[contraction]

Le choix de laxiome I'; A+ A plutot que A+ A et d’une version additive des régles [Vr], [Ar] et
[—1] permet de rendre ces deux régles redondantes. Pour des informations plus précises sur le
systéme G2i, le lecteur est invité a consulter [Tro 96].

Nous définissons la notion de validité intuitionniste par le systéme G2i en posant IF £ Fgy;.
Lorsqu’un séquent est valide — c’est-a-dire admet une preuve dans G2i— nous écrirons I'lF A ou
' Fgoi A plutot que IFT'H A.22 Nous faisons remarquer que nous serons amenés a utiliser plusieurs
notions de validité différentes —en tous cas définies de maniére différente,— en particulier
lorsque nous introduisons une interprétation des séquents. C’est pourquoi nous préservons la
notation Fgp; définie par la prouvabilité dans G2i alors que la notation |- pourra recouvrir des
sens différents suivant le contexte.

3.2 Sémantique

La logique intuitionniste peut étre considérée comme une formalisation des mathématiques
constructives de Brouwer ou Heyting [Bee 84|. Dans les mathématiques constructives, une pro-
position est considérée comme vraie si I'on peut en exhiber une preuve et comme fausse s’il est
possible de montrer que ’assertion ne posséde pas de preuve. La notion de vérité n’est donc pas

*2Nous faisons simplement le choix de noter la relation binaire |- sur Context x Form de maniére infixe plutot
que préfixe comme cela était fait auparavant dans la partie 1.
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indépendante de I’étendue de notre connaissance. Ce qui n’est pas le cas des mathématiques clas-
siques oil ’'on considére qu’une proposition A est soit vraie, soit fausse, méme si I’on ne dispose
ni d’une preuve de A, ni d’une preuve de =A : AV —A est un axiome.

En logique intuitionniste, la vérité de A V - A n’est acquise qu’a partir du moment o 'on
dispose d’une preuve de cette disjonction, c’est-a-dire soit d’une preuve de A, soit d’une preuve
de —A. Si A représente 'axiome du choix par exemple, alors la formule A V = A ne posséde pas
de preuve.

Cette différence de point de vue se traduit au niveau de la sémantique de la maniére suivante.
En logique classique propositionnelle, 'interprétation usuelle se fait dans des algebres de Boole,
typiquement I’algébre des fonctions 2V — 2. On associe a chaque variable V sa projection
canonique. Ce procédé s’étend aux formules (composées) par les opérations booléennes usuelles.

En logique intuitionniste propositionnelle, les modéles sont plus complexes. Par exemple,
dans la sémantique de Kripke décrite en section 3.2.2, nous partons d’un univers de mondes
dans lesquels chaque formule atomique posséde une valeur de vérité. Cette valeur peut trés bien
différer d'un monde & 'autre. Cependant, cela doit se faire dans le respect de la condition de
monotonie 3.2.8 en page 43.

3.2.1 Sémantique algébrique

Dans cette section, nous présentons les propriétés caractéristiques de I'algébre des formules,
considérées a équivalence logique prés, aussi appelée algébre de Lindenbaum [Ras 63].

Définition 3.2.1 (Algébre de Heyting compléte) Une algébre de Heyting compléte est
un treillis complet (H, <) tel que (H, A\, <) soit une quantale.

On rappelle que ’on note par A (resp. A) I'opération de borne inférieure infinie (resp. binaire)
et par T = A0 le plus grand élément de H. Pour les bornes supérieures, on utilise les notations
\V, Vet L.

Proposition 3.2.1 Soit (H,<) un treillis complet, H est une quantale si et seulement si l'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. le monoide ordonné (H, N, <) est résidué ;
2. la distributivité infinie a AN\, b = \/,(a \'b;) est vérifiée.

Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 2.5.2. On notera — le résidu de A
et on a par conséquent 1’équivalence

aANb<c&ea<b—c (3.1)

pour tous éléments a, b et ¢ de H. Toujours d’aprés la proposition 2.5.2, on a I’égalité a — b =
V{z | z Aa < b}. Une autre propriété fondamentale qui est vérifice dans les algebres de Heyting
est ’équation

alN(a—-b)=aANb (3.2)

qui se prouve trés simplement a laide de (3.1). Il est clair que b < a—b et donc aAb < aA(a—D).
Réciproquement a A (a —b) < b, car a—-b < a—bet (3.1), et donc aussi a A (a —=b) <aAb.

Nous donnons les exemples fondamentaux d’algébres de Heyting complétes. Une topologie en
est un. Une topologie (7, C) est un ensemble de parties stable par unions quelconques et par inter-
sections finies. C’est donc un treillis complet. L’opération de borne supérieure quelconque étant
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I'union ensembliste et 'opération de borne inférieure binaire étant l’'intersection ensembliste.
Comme 'union distribue sur 'intersection, c¢’est donc une algébre de Heyting compleéte.

Un treillis distributif fini est aussi une algébre de Heyting compléte. La correspondance trés
importante entre les treillis distributifs finis (c’est-a-dire algebres de Heyting finies) et les modeéles
de Kripke finis dont la présentation est & venir est présentée de maniére trés claire dans [Dav 90].

Dans le cadre de la sémantique algébrique, l'interprétation des formules logiques et des sé-
quents consiste & associer un opérateur algébrique a chaque opérateur logique. A la conjonction
logique A on associe la borne inférieure A, a la disjonction V on associe la borne supérieure V et &
I'implication logique — on associe le résidu —. Soit ¢ : Var — H une interprétation des variables
logiques. Alors on interpréte les formules de la maniére suivante :

— [Sémantique algébrique]

VI = o(V) [A— B] = [A] — [B]
=T [AAB] = [A]A[B]
[F] =L [AvB] £ [A]v[B]

Les séquents intuitionnistes sont interprétés dans le monoide ordonné (H, A, <) comme cela
a été expliqué en section 2.6. Autrement dit, si I' = Ay,..., A, est un multi-ensemble alors
[T] = [Ax] A~ A [An]-

Proposition 3.2.2 (Adéquation) Soit (H,<) une algébre de Heyting compléte et o : Var—H
une interprétation des wariables. Si I' = A est prouvable dans le systéeme G2i, autrement dit
I Feoi A est vrai, alors [I'] < [A].

Démonstration. La preuve de ce résultat se fait par application de la proposition 1.2.2. Soit
> la relation sur les séquents >C Context x Form définie par I' > A < [I'] < [A]. 1l suffit de
montrer que la relation » est close par rapport aux régles du systéme G2i et on obtient alors
FcoiC>. Considérons par exemple la régle

I A-C T,BFC
T,AVBFC

Vi

et montrons que cette régle est valide par rapport & >. On suppose que 'y A > C et ', B > C
et on cherche & montrer que I'; AV B » C. On a donc [I'] A [4] < [C] et [I'] A [B] < [C].
Par conséquent, on obtient [I'] A [AV B] =[] A ([A] V [B]) = ([T] A [A]) V ([T] A [B]) <
[C] Vv [C] = [C] par distributivité. On obtient donc bien I'; AV B » C.
Pour les autres régles, nous indiquons simplement les principaux arguments de la preuve sans
entrer dans les détails :
— les cas des axiomes [id], [Tg], [Fz] sont triviaux;
— pour la regle [Tz], il suffit de constater que T est I’élément neutre de A dans un treillis;
— pour la régle de coupure [cut], il suffit de voir que si [I'] < [A] alors [I'] = [I'] A [A] ;
~ pour [V}] par exemple, on a [A] < [A] A [B];
— pour [Az], la preuve est également triviale;
— pour [Ag], [A] A [B] est le plus grand des minorants de [A] et [B], donc plus grand que
L'
— pour [—Rg], c’est ’équation (3.1) qui intervient ;
— enfin pour [—1], on constate tout d’abord [A] A ([A] —[B]) = [A] A[B] d’apres I’équation
(3.2). On obtient donc le calcul [TJA[A— B] < [TC]A[A]JA([A] —[B]) < [T]ATA]JA[B] <
[T A [B] < [C].
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O

On pourra aussi noter que les régles structurelles sont elles aussi valides. Par exemple pour
la regle d’affaiblissement [weak], on obtient [I', A] = [I'] A [A] < [I'] < [B].

Corollaire 3.2.3 Soit H une algébre de Heyting compléte et o une interprétation des variables.
Si une formule A est une formule valide (dans G2i) alors [A] = T.

Démonstration. Si A est valide alors par définition Fgp A est vrai et donc T = [0] < [4]. O

Proposition 3.2.4 (Complétude et propriété de modéle finis) Si le séquent T'F A nlest
pas prouvable dans G2i alors il existe une algébre de Heyting compléte finie H et une interprétation
des variables telle que T & [A].

Ces propriétés seront formellement établies par la suite. Pour 'instant nous donnons seule-
ment quelques indications pour des approches possibles. On peut utiliser la construction de Lin-
denbaum comme par exemple dans [Tro 88]. Cette technique est également présentée en partie 4
section 4.2.2 pour la logique intuitionniste linéaire. On peut aussi construire le contre-modéle de
maniére effective sous la forme d’un contre-modéle de Kripke fini, obtenu a partir d’une réfutation
dans le systéme LJT, voir section 3.3.4.

3.2.2 Sémantique de Kripke

Une autre interprétation bien connue pour la logique intuitionniste est la sémantique de
Kripke [Kri 65]. Nous montrons qu’elle peut étre vue comme un cas particulier de la sémantique
algébrique. En fait, il est possible d’associer une algébre de Heyting compléte & un modéle de
Kripke d'une maniére telle que les interprétations des formules soient identiques dans les deux
modeéles.

Définition 3.2.2 (Modéle de Kripke) Un modéle de Kripke est un préordre (K, <) et une
interprétation o : Var — P(K) telle que pour toute variable V et | < k dans K on ait k € o(V) =
lea(V).

Les éléments de K sont souvent appelés mondes et la relation k& € o(V) se lit « V' est vraie
dans le monde k. » La condition sur o exprime simplement le fait que (V') est une section
initiale dans (IC, <) : |o(V) = (V). Elle se lit : « si V est vrai dans un monde, elle 'est aussi
dans tous les mondes que le précédent. » Du fait des résultats de la partie 2, ([/C, C) forme alors
un treillis complet. Mais nous obtenons mieux.

Proposition 3.2.5 Si (K, <) est un préordre (resp. fini) alors (| K, C) est une algébre de Heyting
compléte (resp. finie.) Les opérations algébriques sont données par :

1L=0 T=K V; 4i =U; Ai NiAi = A
[A—=B={keK|VI<k lcA=lcB}

Démonstration. Nous connaissons déja la structure de treillis complet de I par la propo-
sition 2.2.2. Comme I'union quelconque de sections initiales est une section initiale, on a donc
V; Ai = | U; Ai = U; A;. Il suffit de montrer que I'opérateur — défini par A—B £ {k € K | VI <
k,l € A= 1€ B} est un résidu de N. Tout d’abord, il est clair que A — B est bien une section
initiale, c’est-a-dire A— B = | A — B. Il reste & montrer 'équivalence XNAC B< X C A—B
pour toutes sections initiales X, A,B.Or X CA—-B & Vre X,Vi<z, l€e A=1€B) &
VeeX, (reA=2zeB)< XNACB. O
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L’interprétation o dans un modéle de Kripke (I, <, 0) est tout simplement une valuation
des variables dans ’algébre de Heyting |/ et donc un cas particulier de sémantique algébrique.
Nous écrivons maintenant k = A pour k € [A] et on dit k force A. On peut alors réécrire la
définition de la sémantique algébrique dans le cas particulier de I’algébre de Heyting compléte

(1K, <) -
— [Sémantique de Kripke]

EET kEAANB & kEAet kEB
kEF kEAVB& kEAoukEDB
kEV & kea(V) kEA—>BoVi<kIlFA=I1FD

Proposition 3.2.6 (Adéquation) Soit (IC, <, o) est un modéle de Kripke. Si A est une formule
valide (dans G2i) alors pour tout monde k € IC on a kF A.

C’est une simple application du corollaire 3.2.3. Nous pouvons en déduire une définition de
la notion de contre-modéle de Kripke.

Définition 3.2.3 (Contre-modéle de Kripke) Soit A une formule intuitionniste. (K, <, 0)
est un contre-modéle de A si il existe un monde k € IC tel que k¥ A.

Proposition 3.2.7 Si A admet un contre-modéle de Kripke alors A est invalide.

C’est une application directe de 'adéquation. Un autre résultat fondamental dans le cadre
de la sémantique de Kripke est la monotonie.

Proposition 3.2.8 (Monotonie) Soit (IC,<,0) est un modeéle de Kripke. Soit | < k deux
mondes de K. Si kE A alors | F A.

Il s’agit d’une simple application du fait que [A] = {k € K | kK F A} est une section initiale de
(K, <). On voit donc que la sémantique de Kripke et les résultats associés sont des cas particuliers
de la sémantique algébrique. Nous nous intéressons maintenant au cas particulier ou la structure
d’ordre de ’ensemble des mondes est celles d’un arbre fini.

3.2.3 Arbres de Kripke

Soit 7 un arbre fini dont les feuilles sont étiquetées par des parties de (Al |
Var. On note N7 l'ensemble des nceuds de 'arbre 7. Si n est un nceud de
T, on note S, C Var 'étiquette du neeud n. Ainsi n — S, est une fonction
N7 — P(Var). On dénote par < la relation de parenté. Ainsi on a s < f L1
lorsque le noeud s est le fils de f.

Par exemple, la formule (A — B) V (B — A) est une formule valide en
logique classique mais pas en logique intuitionniste. Un contre-modéle de
Kripke pour cette formule est donné par la figure 3.2.23 Il s’agit d'un arbre a trois nceuds dont la
racine est étiquetée par 'ensemble vide (), la feuille de gauche par le singleton {A} et la feuille de
droite par le singleton {B}. On écrira (0, {({A},0), ({B},0)}) pour une représentation linéaire
de cet arbre.

Fig. 3.2 - Un
arbre de Kripke.

23La justification du fait qu’il s’agit effectivement d’un contre-modéle est donnée plus loin.



44 Chapitre 3. Logique intuitionniste

Définition 3.2.4 (Arbre de Kripke) Un arbre de Kripke est un arbre fini dont les feuilles
sont étiquetées par des parties finies de [’ensemble Var des variables et tel que pour tous neuds
s<fonaSyCSs.

Soit 7 un arbre étiqueté par des parties finies de Var. Soit r la racine de cet arbre. On note S

I’ensemble S, identifiant I’arbre & sa racine r. Si 73, ..., 7, sont les sous-arbres correspondant aux
fils de la racine r, on écrira 7 = (S7,{71,...,7,}). Si 'arbre 7 est juste une feuille, autrement
dit 7 n’a aucun fils, alors on écrira 7 = (S7,0). {73,...,7,} représente donc le multi-ensemble

des sous-arbres directs de 7.

Proposition 3.2.9 Soit 7 = (S7,{71,...,7,}). T est un arbre de Kripke si et seulement si
pour tout i, T; est un arbre de Kripke et on a l'inclusion St C S7,.

Cette caractérisation est une conséquence directe de la définition et nous donne une mé-
thode de construction inductive des arbres de Kripke. Nous utiliserons cette méthode dans la
construction des contre-modéles en section 3.3.4.

Nous montrons maintenant comment il est possible de voir 'ensemble des arbres de Kripke
comme un modéle de LI. On note I 'ensemble des arbres de Kripke. Cet ensemble est muni
de la relation de parenté < C K x K. Ainsi 7; < 7 si et seulement si 7 est de la forme
7T = (S7,{...,7,...}). Soit < la cloture réflexive et transitive de la relation de parenté <, i.e.
< = <*. Alors < est une relation d’ordre entre les arbres de Kripke et (K, <) est un ensemble
ordonné. On note |7 la section initiale engendrée par un arbre 7 qui correspond a ’ensemble
des sous-arbres (étiquetés) de 7. On peut définir une interprétation o : Var —P(K) de la maniére
suivante : 0(V) £ {7 | V € S7}. On note o7 la restriction de o & |7, c’est-a-dire o7 (V) = {7 |
T'<TetVeS}

(1> 111

Proposition 3.2.10 Pour tout arbre de Kripke T, le triplet (|7,<,07) est un modéle de
Kripke.

Démonstration. Soit 7; < 7. Alors St C S7; et par conséquent, pour toute variable V', on a
TeoV)=VeSr=VeS; =17 €o(V). Par transitivité, si on suppose 7 <* T’ alors
T eoV)y=---=>TeoV). O

Nous pouvons maintenant donner la sémantique des arbres de Kripke dans la mesure ou
(17,<,07) est un modele de Kripke. Soit 7 = (S7,{71,...,7Z,}). On obtient la définition :

— [Sémantique des arbres de Kripke]
TET TEANBSTEFAetTEB

TEF TEFAVB&TEFAouTEB
TEVSVeST TEFA—-B&TEFA=TEBetVi, T, FA—B

Démonstration. Mis a part la définition de 7 F A — B il ne s’agit que d’une réécriture de la
sémantique de Kripke dans le cadre du modéle (|7, <,o07). Pour —, nous aurions du traduire
TEA—-B&VT' <T, T"TEA=T FB.OrsiT'<T,on asoit 7' =T, soit il existe i tel
que 7’ < 7; ce qui autorise la transformation.?* O

24Une démonstration formelle consiste bien sir a faire une preuve de ’équivalence par induction sur ’arbre 7.
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Proposition 3.2.11 (Adéquation) Si A est valide alors pour tout arbre de Kripke T on a
TE A.

Proposition 3.2.12 (Monotonie) Soit T = (S7,{71,...,7n}) un arbre de Kripke et A une
formule. Alors si T E A on a T; E A pour tout 1.

Démonstration. Dans le modéle de Kripke (|7, <,07), il suffit de constater que 7; < 7 et
d’appliquer la propriété 3.2.8. O

Définition 3.2.5 (Modéle strict) Soit Ay,..., A, b B un séquent et T un arbre de Kripke.
On dit que T est un modéle strict de Ay,..., A, = B et on note Ay,...,AplF7 B si (T E
Ay,...,.TEA,)=TEB

Proposition 3.2.13 Si le séquent Aq,..., A, F B est prouvable dans G2i alors tout arbre de
Kripke en est un modéle strict.

Démonstration. En appliquant n fois la régle [—g], on obtient une preuve du séquent -FA; —
(A2...— (A, — B)...) et donc d’apres la proposition 3.2.11, ona 7 F A; — (Az... — (4, —
B)...). Sion suppose 7 F Aj,..., 7 E A,, alors on peut déduire successivement 7 F Ay —
(A3...—» (A, —B)...)puis 7 F A3 — (A4...— (A, — B)...) puis ... puis 7 F A,, — B puis
T E B. O]

Définition 3.2.6 (Contre-modéle strict) Soit Ay, ..., A, B un séquent. Un contre-modéle
strict de ce séquent est un arbre de Kripke T tel que T F Aq,..., TE A, et T ¥ B.

Le qualificatif strict n’a de sens que pour un séquent. En effet un contre-modéle de la formule
A1—Ay—-— A, — B est un arbre qui contient un sous-arbre dans lequel toutes les A; sont forcées
alors que B ne l'est pas. Il contient donc un contre-modéle strict du séquent Ay, ..., A, F B mais
n’en est pas nécessairement un lui-méme. Si A est une formule alors un contre-modéle strict 7°
du séquent FA est simplement un contre-modéle de A, c¢’est-a-dire 7 £ A.

Proposition 3.2.14 Si une formule admet un contre-modéle alors elle est invalide.

Reprenons par exemple 'arbre de Kripke en figure 3.2 et montrons qu’il constitue un contre-
modéle strict de la formule (A — B) V (B — A). Les nceuds sont {0, 1,2} et on note 7y, 71,72
les sous-arbres induits. On a donc 7y = (0,{71,72}), 71 = ({A},0) et T, = ({B},0). 1l vient
donc 77 ¥ B et 71 E A. Pour la deuxiéme feuille, on a 73 # A et 79 E B. On en déduit donc
T, ¥ A— B et Ty ¥ B— A.25 D’aprés la définition on peut en déduire 7o ¥ A— B et Ty ¥ B — A.
Par conséquent 7o ¥ (A — B) V (B — A).

3.3 Le systéme LJT

Le systéme LJT ou G4ip introduit par Roy Dyckhoff [Dyc 92| et sa variante introduite par
Jorg Hudelmair [Hud 93] est une variante de G2i qui posséde la propriété d’analycité. Il se
dérive donc de maniére naturelle en un algorithme de recherche de preuves ou de réfutation, voir
section 1.5 chapitre 1.
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Le systéme G4ip

T ara i
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F1a. 3.3 — Calcul des séquents G4ip pour la logique intuitionniste propositionnelle, LI.




3.3. Le systéme LJT 47

3.3.1 Le systéme

Le calcul des séquents initialement nommé LJT mais que nous dénoterons G4ip par cohérence
avec | Tro 96] est décrit en figure 3.3. Si on le compare & G2i, on constate la disparition de la régle
de coupure [cut] —qui de toutes facons était redondante— mais aussi la disparition de la régle

IA—-BFA T,BFG
A—BFG

[—1]

qui est remplacée par six régles [—7 ] qui correspondent aux différents cas pour la formule A dans
la régle ci-dessus du systéme G2i. On notera que dans le cas de la régle [—>}—J], X représente une
variable propositionnelle.?6

3.3.2 Validité intuitionniste

Nous montrons maintenant que les régles du systémes G4ip sont valides par rapport a la notion
de validité définie en section 3.1.2 a partir du systéme G2i. Nous donnons la preuve compléte
modulo le fait que la validité de la régle d’affaiblissement [weak] soit déja démontrée.?”

Proposition 3.3.1 La validité intuitionniste Fgpi est close pour les régles du systéeme G4ip.

Démonstration. Les régles communes aux systémes G4ip et G2i sont évidemment valides. Il
reste donc a montrer la validité des six régles [—7]. Nous utilisons pour cela les régles de G2i, en
particulier la régle de coupure, ainsi que la régle dérivée d’affaiblissement [weak]. Considérons

par exemple la régle [—1] :

[id] [id]
I'X,X —>BFX I X,BFB I X,BFG
[—1] [weak]
I.X,X —BFB IX,X—B,BFG

I,X,X > BFG

[cut]

On constate donc que la validité de I', X, B+ G implique celle que I', X, X — B+ G, modulo
le fait que la régle d’affaiblissement soit valide. On remarque également que le fait que X soit
une variable n’intervient pas du tout ici, ce qui implique que la régle [—>1L] reste valide méme
dans le cas ott X n’est pas nécessairement une variable. Passons a la régle [—2]. On commence

par obtenir une preuve du séquent I', (AANB) - C+HA— (B—C):

id id
RABJAAB%%CFA[]ﬁRABJAAB}eCFB[] .
ARl —————id]

I'NA,B,(ANB)—-CFAAB | I'A,B,C+-C
I'NA,B,(ANB)—=CFC
—
F,A,(A/\B)—>CFB—>C[
(=&
IN(AANB)—-CFA— (B—C)

(=L

Rl

% Par contre on a 71 F B — A et T2 E A — B mais cela n’a pas d’importance ici.

26Cependant, nous montrerons que 1'extension de la régle [Hi] au cas ou X représente n’importe quelle formule
est aussi une régle valide.

*"Nous n’avons pas donné la preuve de ce fait auparavant. Cependant la démonstration est triviale et se fait
par induction sur les preuves mais voir aussi [Tro 96].
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Il ne reste plus qu’a combiner cela par affaiblissement et coupure :

NNA—-(B—-0C)FG
r(AnB)—-C+FHA—-(B—C) T,(AANB)—-C,A— (B—-C)FG
IN(AANB)—CHG

[weak]

[cut]

Pour la régle [—3], on commence par montrer que les séquents I', (AV B) — C+ B — C et

I''(AV B)— C,B— CF A— C sont prouvables. Puis on combine de la fagon suivante :

rNA-Cc,B—CkrG
r(AvB)—-C,B—-CrFA—-C T,(AVB)—-(C,B—C,A—-CFG
I'(AvB)—-CFB—-C I'(AvB)—C,B—CFG
I'(AvB)—-CFG

[weak]

[cut]

[cut]

Enfin pour la régle [—1]. Aprés avoir obtenu une preuve du séquent I', (A — B) - C+B —C
dans G2i, on combine ainsi :

I A,B—CFB
B—-C+HA—B
I(A-B)-CFB—-C I, (A-B)—C,B—CFA—B
I(A-=B) —CFA—B S e
I (A—B)—CFG

[—R]

[weak]

[— 1]

La régle [—%] apparait comme un cas particulier de la régle [weak] d’affaiblissement. Enfin

la régle [—Y] se traite de la maniére suivante :

—————— [T&]
IT—AFT T AFG

I\ T—AFG

[—1]

O

Corollaire 3.3.2 La prouvabilité dans Gdip est plus forte que dans G2i, autrement dit la relation
FGaip € Fe2i est vérifiée.

3.3.3 Analycité

Dans cette section nous montrons que le systéme G4ip est analytique au sens précisé en
section 1.5.3 chapitre 1 : nous rappelons qu’il s’agit de montrer que les réfutations ne peuvent
étre ni infiniment larges ni infiniment hautes.

Proposition 3.3.3 Etant donné un séquent intuitionniste I' - G, il n’existe qu’un nombre fini
d’instances de régles de Gdip ayant I' = G comme conclusion.

Démonstration. Pour une formule A donnée dans le multi-ensemble I', G, il existe au plus une
instance de régle ayant A pour formule principale, d’ou le résultat. O
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Afin de prouver que les arbres de réfutation sont de hauteur finie, nous introduisons par
contre des concepts plus complexes : on utilise une mesure de complexité dans l'ordinal w*. On
montre que I'application inverse d’une régle fait diminuer la complexité du séquent, autrement
dit, la conclusion d’une régle est toujours plus complexe que ses hypothéses. Cette technique est
exactement celle proposée par Roy Dyckhoff [Dyc 92].

On commence par mesurer les formules. Nous définissons :

AL21siAecVarUu{F,T} A—-B2A+B+1
ANB2 A+ B+2 AVB2A+B+1

Puis nous définissons la complexité des multi-ensemble. Si I' = Ay, ..., A, est un multi-ensemble
de formules, on donne la mesure?® w(T') £ ¥;w4i. Enfin, la mesure de complexité du séquent
' G est celle du multi-ensemble de ses formules T', G, c’est-a-dire w(T'F G) £ w(I") + wC.

Lemme 3.3.4 Soit ', A et A = By, ..., B deur multi-ensembles de formules tels que pour tout
i on ait B; < A. Alors on a w(I', By,...,B) <w(T', A).

Démonstration. Evidement, cette preuve fait appel & quelques notions de calcul ordinal. Le
lecteur est invité a se référer & un cours de théorie des ensembles [Jec 97| pour plus d’informations
sur les propriétés arithmétiques des ordinaux. Une preuve détaillée peut se trouver dans [Der 79|.
Soit m = max{By,...,B.}. Onam < A et donc m + 1 < A. Alors S;wB < Jjw™ < W™k <
Wwmw < W™ < wh Doit on en déduit w(T) 4+ Bjwli < w(T) 4 wi. O

Ce lemme nous montre qu’avec notre mesure de complexité, il est possible de remplacer une
formule par un nombre fini arbitraire de formules plus petites tout en diminuant strictement la
complexité du multi-ensemble.

Proposition 3.3.5 Pour toutes les instances de régles de Gdip, la conclusion est toujours de
mesure w(-) strictement plus grande que les prémisses.

Démonstration. L’application inverse d’une régle remplace la formule principale par un nombre
fini (en fait < 2) de formules de mesure strictement plus petite. Voici un tableau des rempla-
cements de la formule principale (Princ.) pour chaque régle (autre que les axiomes [id], [Fz] et
[Tgr]) et chaque prémisse (P. 1 et P. 2) :

| Regle || Princ. [P. 1 |P. 2| | Régle || Princ. |[P. 1 |P. 2]
[T] T [—>1L] X -=C C

ALl ||AAB || AB [—2] |[(AAB)—=C |A—(B—C)

[ArR] |[AAB || A B [—3] |[(AVB)—C |A—C,B—C

Vi) AVB | A B [—1] |(A—=B)—C| A B—C/B |C
[\/’]}] AVB ||Aou B [—>‘2] F—C

[—r] |A—B| AB =4 | T—C C

et on pourra constater que le complexité diminue lorsque 1’on passe de la colonne « Princ. » & la
colonne « P. 1 » ou « P. 2. » Par exemple, (ANB) - C=A+B+C+3>A+B+C+2=
A— (B—0C). O

Proposition 3.3.6 Le systéme Gdip est analylique.

28Les symboles + et X font ici référence a la somme naturelle sur les ordinaux.
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Démonstration. On choisit I'ordre sur les séquents donné par la mesure de complexité w(-),
autrement dit (I'F G) < (I"F G') si et seulement si w(I'F G) < w(I' F G’). Nous obtenons un
ordre strict bien fondé car w® est un ordinal donc un ordre bien fondé. Il ne peut donc pas y
avoir de branche infinie dans un arbre de réfutation. La proposition 3.3.3 compléte la preuve. [

3.3.4 Complétude

Dans cette section, nous prouvons la complétude du systéme G4ip par rapport & la logique
LI, qui a été définie par le systéme G2i. Pour cela, nous démontrons directement la complétude
sémantique de G4ip par rapport a la classe des arbres de Kripke finis. Ce résultat combiné &
Péquation (3.3) nous donne a la fois la complétude de G4ip par rapport a G2i et la propriété des
modeéles finis pour LI

Soit 7 un arbre de Kripke. On peut définir une notion de validité dans cet arbre de Kripke
par

Ay,...,ApylFr B ssi (TEA;,....TEA,)=TEB

Autrement dit, le séquent A, ..., A, F B est IFr-valide si 7 est un modéle strict de ce séquent.
D’aprés les propositions 3.3.2 et 3.2.13, nous avons les inégalités suivantes

FGaip C Fe2ip € IF7 (3.3)

On pose I+ £ ﬂTeKH—T. Pour prouver Fgsip = Fgoip, il nous suffit donc de montrer Fggip = IF,
autrement dit, G4ip est complet par rapport a la sémantique des arbres de Kripke. Dans la
mesure ou G4ip est analytique, notre approche consiste a prouver la validité et la co-validité de
ce systéme par rapport & I-.29

Proposition 3.3.7 Pour tout arbre de Kripke T € K, la validité sémantique IF1 est close pour
les regles de Géip.

Démonstration. Dans la preuve de la proposition 3.2.2, nous avons déjd montré que toutes
les régles de G2i sont closes pour la sémantique algébrique. Or |- est un cas particulier de
sémantique algébrique dans 'algebre de Heyting compléte (|7, <*). Il ne reste donc que les
régles [—7] & analyser. Nous pouvons prouver la validité sémantique de ces régles directement,
mais nous pouvons aussi utiliser les constructions de la preuve de la proposition 3.3.1. Dans cette
preuve, nous obtenons toutes les régles [—7 ] comme régles dérivées de régles de G2i et de la régle
d’affaiblissement [weak] sémantiquement valide elle aussi. Or les régles dérivées de regles valides

sont bien str valides. O

Nous étudions maintenant 'inversibilité sémantique des régles de G4ip. Nous nous plagons
dans un modéle particulier. Nous montrons que presque toutes les régles de G4ip sont strictement
inversibles, autrement dit, un contre-modéle d’une prémisse est un contre-modéle de la conclusion.

Proposition 3.3.8 (Inversibilité stricte) Soit 7 € K un arbre de Kripke. Alors toutes les
régles de GAip exceptées V%] et [—1] sont inversibles par rapport a\-7. Dans la régle [—1], seule
la premiére prémisse n’est pas inversible.

2Nous tenons & insister sur le fait que dans cette section, le symbole I- ne représente pas la validité intuitionniste,
i.e. Fg2i mais la validité sémantique stricte dans les arbres de Kripke.
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Démonstration. Etudions d’abord le cas des régles communes & G4ip et G2i. Les axiomes sont
évidemment inversibles. Pour les autres, soit par exemple la régle [Az]. Il s’agit de montrer que
de I'; AA BlFr G, on peut déduire ' A, Bl G. Or T E A A B si et seulement si 7 F A et
T E B. Donc 7T est un modéle strict de I'y AA B F G si et seulement si ¢’est un modéle strict de
I', A, BFG. Pour la méme raison, si 7 est un modéle strict ' AA B, alors ¢’est aussi un modéle
strict de I' = A et I' - B. Les autres régles [Tr], [VL] et [—r] se traitent tout aussi simplement.

Nous étudions maintenant le cas des régles de G4ip qui ne sont pas des régles de G2i. Par
exemple la régle [—1]. Or si on suppose 7 F X, alors T FC < 7 F X — C. Donc I, X, X —
C k7 G si et seulement si I', X, C -7 G.

Prenons maintenant la cas de la régle [—2]. Supposons 7 F A — (B — C) et montrons
T E(AANB)—C. Soit 7" < T un sous-arbre de 7 tel que 7' F AA B. Alors 7' E A. Donc on
peut en déduire 7/ £ B — C. De méme, 7’ £ B et donc 7’ £ C. Réciproquement, supposons
maintenant 7 E (AA B) — C et montrons 7 E A — (B — C). Soit donc 7/ < 7 tel que 7' F A.
Il s’agit de montrer 7/ = B — C. Soit donc 7" < 7' tel que 7”7 E B, il s’agit maintenant de
montrer 7” F C. Par monotonie (voir la proposition 3.2.12) comme 7” <7’ on a 7" E A. Donc
7" E A A B. Or par transitivité, on a 7" < 7 et donc 7" E C.

Nous ne présentons pas tous les cas qui mettent en ceuvre des raisonnements similaires.

Montrons pourquoi la premiére prémisse de [—>‘}J] n’est pas inversible. Considérons I'instance

A B—A+FB
(A—>B)—>AFT

S

Il est clair que la conclusion est strictement valide dans n’importe quel arbre de Kripke alors que
le séquent A, B — A+ B peut-étre invalidé dans un arbre de Kripke & un seul noeud r o r ¥ B
et 7 E A, c’est-a-dire un contre-modéle au sens de la logique classique. O

Proposition 3.3.9 Dans (G4ip,It) les séquents irréductibles sont de la forme
Xl,...,Xn,Yl—>D1,...,Y2,;—>Dp,(141—>Bl)—>cl,...,(Ak—>Bk)—>Ckf_K
avec {X1,..., Xp}N{N,....Y,, Z} =0, et K €VarU{F} ou K = AV B.

Démonstration. Les séquents irréductibles sont ceux auxquels aucune régle inversible ne peut
étre appliquée a l'envers, autrement dit, ils ne sont la conclusion d’aucune des regles [id], [Fr], [T«]
(A4, VL], [—r] et [=%] pour i € {1,2,3,5,6} et x € {L, R}. Soit ' K un séquent irréductible :

— la conclusion K du séquent n’est ni une conjonction A ou T ni une implication — & cause
des regles [AR|, [Tr] et [Ag] toutes les trois inversibles ;

— soit M € T une des hypothéses du séquent. Alors du fait des regles [Fz], [TL], [AL] et
VL], M est soit une variable, soit une implication. Si M = N — C est une implication
alors, N n’est ni une conjonction A, ni une disjonction V, ni une constante T ou F & cause
des régles [—%] pour i € {2,3,5,6}. Si N est une variable alors elle n’apparait pas dans I
& cause de la régle [—1]. Sinon N est forcément une implication.

0

Proposition 3.3.10 Dans (G4ip,IF) les séquents atomiques sont de la forme
Xl,...,Xn,Yl—>Cl,...,Y})—>Cp|—K

avec {X1,..., Xp}N{Y1,...,Y,, K} =0 et K € VarU {F}.
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Démonstration. Les séquents atomiques sont ceux auxquels aucune régle ne peut étre ap-
pliquée & l’envers, autrement dit, ils ne sont la conclusion d’aucune régle. Donc ils sont aussi
irréductibles et on peut se servir du résultat précédent. Les seules formules non atomiques qui
peuvent apparaitre dans un séquent atomique sont donc de la forme Y — C o Y est une variable
qui n’apparait pas dans les hypothéses a cause de la régle [—>1L] Les formules atomiques pouvant
apparaitre dans le séquent sont forcément des variables & gauche du signe -, a cause des régles
[Fz] et [TL] et, soit une variable soit F & droite de I & cause des régles [Tg] et [V}]. O

Proposition 3.3.11 (Co-validité) Le systéeme Géip est co-valide par rapport a I-.

Démonstration. On applique le principe 1.6.1 en page 17 du chapitre 1. Montrons tout d’abord
que les séquents atomiques sont invalides. Soit X1,...,X,, Y] —C1,...,Y, — C, = K un séquent
atomique. On considére I'arbre de Kripke a un seul nceud r tel que r ¥ K, r B Y; et r F X;
pour i € [1,p] et j € [1,n], c’est-a-dire T = ({X1,...,X,},0). Il apparait clairement que c’est
un contre-modeéle strict du séquent atomique Xi,...,X,, Y1 = Cy,...,Y, = C,F K car T ¥ K.

On considére maintenant un séquent irréductible Xy,...,X,,, Y1 — Dy,...,Y, — D,, (41 —
B1) = C1,...,(Ay — By) —» Cp = K. On définit I' £ X3,...,X,,Y1 — Dy,...,Y, = D, et
A2 (A — By)—Cy,...,(Ay — By) — Cy. Notre séquent est donc I', A K. On définit ensuite
A; pour ¢ € [1,k] qui est A privé d’une instance de la formule (4; — B;) — C;. La regle ayant
(A; — B;) — C; comme formule principale s’écrit alors :

A, Ay, B — Ci = B;
A, (A, — B) - CiFK

Si K est atomique (donc dans Var U {F}) alors il n’y a pas d’autres régles applicables. Si par
contre K = AV B alors on peut aussi appliquer les deux régles :

[LAFA S [A+B 2
I''AFAVB VRl I''AFAVB V&l

C’est le cas que nous traitons dans cette preuve. Il s’agit de montrer que si chaque prémisse non-
inversible provenant de ce séquent admet un contre-modéle strict alors le séquent lui aussi admet
un contre-modéle strict. Soit donc par hypothése 7; un contre-modéle strict de I', A;, A;, B; —
C; B; pour chaque i € [1,k] et Ty et Tp deux contre-modeles stricts de I', A+ A et ', AF B si
K n’est pas atomique. On considére ’arbre de Kripke :

Té ({X17‘ .- 7Xn}7{717' "777477714773})

en faisant remarquer que nous considérons ici le cas ou K n’est pas atomique. On vérifie tout
d’abord que 7 est bien un arbre de Kripke. Il faut donc montrer St C Sz; pour chaque ¢,
S7 € 81, et St C S5 Or comme 7; est un contre-modéle strict de I', Ay, A;, B; — C; = By, T;
force en particulier toutes les formules de I', qui contient les X1,...,X,. De méme pour T4 et
7. Nous avons bien un arbre de Kripke.

11 reste & montrer qu’il s’agit d’un contre-modéle strict du séquent initial I', A+ AV B. Dans
un premier temps, montrons que 7 F (4; — B;) — C; :
~ Nous montrons d’abord que 7; F (4; — B;) — C;. Soit T’ < 7; tel que 7' F A; — B;. Alors
comme 7; E A; on a par monotonie 7’ F A; et donc 7' F B;. Or on a aussi 7; £ B; — C;
et par monotonie 7' F B; — C;. On en déduit 7' = C; ;
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ensuite, si ¢ # j, alors 7; force la formule (A; — B;) — C; car cette formule apparait dans
Aj;

— de plus, il est clair qu’a la fois 74 et 7p forcent (A; — B;) — C;;

— enfin, comme 7; E A; et 7; ¥ By, il vient 7; ¥ A; — B; et par monotonie 7 ¥ A; — B; ;

— on peut donc conclure que 7 F (4; — B;) — C;.

Comme il est clair que 7 force toutes les formules de T', il s’en suit que 7 force toutes les formules
de I'; A. Comme Ty ¥ A et T ¥ B, on obtient aussi 7 ¥ AV B. T est bien un contre-modéle
strict de ', A- AV B.

On remarque que l'on a besoin de tous les sous-arbres 7; pour prouver 7 F (A; — B;) — C;
car on a besoin de 7; pour montrer que 7 ¥ A; — B;. Enfin, le cas ou la conclusion K du séquent
est atomique se traite de maniére tout a fait similaire et on obtient un contre-modéle dans la
mesure ot Z & {X1,...,Xp}. O

Théoréme 3.3.12 (Complétude et propriété des modéles finis) Le systéme Gdip (aussi
appelé LIT ) est complet et la logique intuitionniste posséde la propriété des modéles finis.

Démonstration. Comme le systéme déductif (G4ip,IF) est valide, co-valide et analytique, par
application du théoréme 1.5.4 en page 16, ce systéme est complet. On obtient donc

F2 () b7 = Foaip
Tek

On combinant ce résultat a 'inégalité (3.3), on obtient la complétude de G4ip par rapport a la
logique intuitionniste, i.e. Fgaip = Fgoi, ainsi que la propriété des modeéles finis pour la logique
intuitionniste. En effet, la classe des modéles K des arbres de Kripke finis est une classe qui ne
contient que des modéles finis et est compléte pour LI car IF = Fgoi. O

3.3.5 Extraction de contre-modéles

Nous rappelons que le principe 1.6.1 permet de simplifier la preuve de co-validité d’un systéme
en élaguant les arbres de réfutations au niveau des noeuds o les propositions (des séquents ici)
sont réductibles : on n’y conserve qu’une seule branche correspondant & 'une des prémisses d’une
régle inversible.

On peut remarquer que la démonstration précédente consiste essentiellement & montrer com-
ment & partir d’'un tel arbre élagué on peut construire un contre-modéle de Kripke. La structure
d’arbre du contre-modéle correspond en fait & celle de la réfutation, mais on n’y conserve que
les noeuds a plusieurs fils (ceux qui correspondent aux séquents irréductibles.) Les autres nceuds
sont identifiés & leur pére.

Par exemple, considérons une réfutation de la formule A — (A — B) - B) = A— B. On
lui associe, sur sa droite la version élaguée dans laquelle on applique uniquement les régles non-
inversibles quand cela est absolument nécessaire, i.e. le séquent est irréductible. La branche de

la régle | [—7] | est donc supprimée :

A,AJA,B— B+ B A A,AJA,B— BFB
— —
A A B— BFB A,A,(A—>B)—>BI—B[ L A,A,(A—>B)—>BI—B[ z
(7] et [=r] [zl
A, (A—-B)—-B+FA—B ] A, (A—-B)—-B+HA—B ]
— —
AH((A—-B)—B)—A—B f AF((A—-B)—B)—A—B f

FA—(A—-B)—B)—A—B FA— (A—-B)—B)—A—B
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A partir de cette version élaguée, on obtient le contre-modéle. L’arbre de Kripke IE:I
a un nceud 7y = ({A},0) est un contre-modéle de la feuille 4,4, A,B — B+ B. On
prolonge cet arbre lorsque l'on rencontre la régle [—>‘}j. Ce qui donne le contre-modéle IE:I
T1 = ({A},{To}) représenté dans la figure ci-contre. On remarque que le contre-exemple
n’est pas minimal.

3.4 Le partage de formules

Un des problémes liés a I'implantation de G4ip est la duplication des sous-formules, comme

par exemple B dans la régle [—7] ou C dans la régle [—3]

[ ] [
A/ B —-CHB I'A—|C |, B—C}G

=1 (=]
I(A—-B)—CFG I''(AvVB)—-CkFG

Dans cette section, nous cherchons a supprimer la premiére forme de duplication. Pour cela, nous
étudions les séquents de la forme I'ya — C' F a ot « est une formule qui est « partagée » par
une hypothése et la conclusion. Cette idée est apparue pour la premiére fois dans [Hud 93| sous
une forme légérement différente. Nous la reprenons et fournissons une preuve sémantique de la
complétude. Nous étudions un systéme de régles adapté aux séquents de cette forme qui préserve
le lien sur la formule «. Nous montrons qu’il est possible de représenter LI par ce systéme en
obtenant un résultat de complétude.

3.4.1 Les séquents avec partage

Nous développons ici un systéme logique spécialement adapté aux séquents avec partage qui
permet, par conservation du lien sur la formule «, de supprimer la premiére forme de duplication.
La proposition 3.4.4 montre que la validité intuitionniste est réductible au cas des séquents avec
partage.

Définition 3.4.1 (Séquent avec partage) Un séquent avec partage est une écriture de la
forme

[
I'ja—CHa

La sémantique d’un séquent avec partage est celle du séquent sous-jacent, c¢’est-a-dire I',;a —
CF a. La complexité d’un séquent avec partage est celle du multi-ensemble I, o, C', autrement
dit, on ne compte o qu’une seule fois.

Explicitons cette définition. La différence entre un séquent et un séquent avec partage est
que l'on explicite le lien entre la formule a sous-formule de 'hypothése a« — C' et la conclusion
«. Au niveau de la validité, ce lien n’a pas d’importance. Le séquent avec partage est valide si
et seulement si le séquent « normal » l'est, c’est-a-dire :

: .
IJad—CIH@l si et seulement si I'ya — C'IF « (3.4)
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—— [T"] [X™]
r - T, X K—cHX
L I
R I | |
I''A—CHA I B—-C-HB | I'A—C,B— CHA V]
NA* V
T JANB —C-IANE rJAVE —c-avE
L L
[ [
T, AJBl—cHIB ) rA—CcBl-c-Bl
[—7] [V3]
r JASE —.c-ASE r JAVEB —c-AVE
L L

Fi1G. 3.4 — Des régles logiques pour les séquents avec partage.

Décomposition des séquents avec partage

En figure 3.4, nous donnons des régles de déductions pour les séquents avec partage. Ces
régles sont dérivées de régles de G4ip.

Proposition 3.4.1 Les régles de la figure 3.4 sont valides. De plus, mis a part les régles [V7] et
[V3], elles sont aussi inversibles.

Démonstration. La validité étant définie par effacement du lien, il suffit d’effacer ces liens dans
les régles et de les étudier dans G4ip par exemple. Les régles [T*] et [X*] apparaissent comme
des cas particuliers d’axiomes de G4ip donc sont a la fois valides et inversibles.

Les deux régles [Vi] et [V3] s'obtiennent par une simple combinaison des régles [—3] et [V%].
Comme elles ne sont pas inversibles,?" il n’y a rien d’autre & prouver les concernant.

Afin de simplifier les preuves qui vont suivre, nous introduisons deux nouvelles régles inverses
l'une de 'autre et notées [—7] et [—%]. Elles permettent la simplification d’hypotheéses :

INA,B—CFG . INNA,(A—-B)—-CkFG
T A [—1 =1
A (A—-B)—CFG INA,B—-CFG

Sous ’hypothése A, nous pouvons simplifier A— B en B. Nous montrons la validité de ces deux
régles, et par voie de conséquence leur inversibilité. Commencons par [—7] :

I A,B,A,B—CFB T,AB,CtC
I A,B,(A—B)—CFC =il [ AB—CFG
F,A,(A—>B)—>C}—B—>C[_>R] I A(A—>B)—=C,B—CFG
T A (A—B)—CFG

[weak]

[cut]

Pour la validité de [—*] (ou encore I'inversibilité de [—7],) nous proposons la preuve :

30Nous ne montrons pas ici que les régles [Vi] et [V3] ne sont pas inversibles. Cela n’est pas nécessaire pour le
résultat qui nous intéresse. Bien sir ce point est fondamental lorsqu’il s’agit de choisir un algorithme de recherche
de preuve, voir section 3.4.4. On pourra facilement construire des contre-exemples & I'inversibilité de ces régles a
I’aide du logiciel STRIP, voir section 3.5.
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I'A,B,C+-C .
[—>L]

I A,B,B—CkC 1
—
A, A—BB—-CFC zl T, A,(A— B)—CFG

.
I AB—CFA—B) —C ' T,AB—C(A-B)—CFG
I A, B—CFG

[weak]

[cut]

On remarquera que nous utilisons la version généralisée (ot X n’est pas forcément une va-
riable) de la régle [—1]. Nous en avons déja montré la validité. Appliquons maintenant la régle

[—7] et son inverse [—%] pour prouver la validité de la regle [—*].

A, B—CFB

[—1]
rA,(A—-B)—CFB

Rl

N
r(A—-B)—CFHA—B

Mais la régle [—*] est aussi inversible :

r(A—-B)—C+HA—B

I A,B—C,B-B

we
A, (A—-B)—C+FHA—B
T,A,B—C,A— BFB

=7 [—1]

I'A,B—-C+rHA—B
I'NA,B—-CFB

Nous terminons avec la régle [A*]. Nous commencons par fournir une preuve du séquent
suivant I', (A - C) —- A, (B—C)— B,(AANB)—-CHFA:

I,A,C — A B,C+C

INA,C—-AB,B—-CkFC
[—1] pour B— C
NNA,C—-A(B—-C)—-B,B—-CFC )

[—>};] pour B

N -
I A,C—A(B—-C)—»BA—-B—-C-C " LG ARA
_
I'(A>C)—A(B—C)—>BA—-B—-CFA e
_
RMHC%HHBHC%&MAA&HC%A[A
A partir du dernier séquent et deux preuves qui suivent :
IN'A—CFA
—)R]
'Fr(A—-0C)— A NB—CFB
[weak] [—r]
I-(B—C)—B

(B—-C)—-BFA—-C)— A
( ) ( ) weal]

I(B—C)—B,(ANB)—-CF(A—-C)— A

[weak]
r(AANB)—-C+H(B—C)—B

on arrive, par double application de la régle de coupure [cut] & une preuve de I', (AA B) — C+ A.
De la méme maniére, on peut obtenir une preuve de I', (A A B) — C'+ B ce qui nous donne la

validité de la regle [A*].
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On termine par l'inversibilité de la premiére prémisse de [A*] :

I'A,B,C+C I'(AANB) —-C,A, B+ A
Y ) ) 1 ) ) ) { ]
— A
F,A,B,A—>CD—C[[ L} T,(AAB)—CFAAB I‘,(A/\B)—>C,A/\BI—A[ L]
A cut
IAANB,A—CFC [L ] T,(AANB) —CH A e
— wea.
I A—CF(AAB) —C ' I,A—C,(AANB)—CFA
cut
NNA—-CFA [eut]
L’inversibilité de la deuxiéme prémisse se prouve de fagon analogue. O

Proposition 3.4.2 (Inversibilité stricte) Les régles [T*], [X*], [A*], [=7*] sont strictement
inversibles.

Démonstration. Le cas des régles [T*] et [X*] trivial. Le cas de la régle [—*] est plus intéressant.
Soit 7 un contre-modeéle strict de 'y A, B - CF B alors T F Aet 7 ¥ B donc 7 ¥ A— B.
Montrons que 7 F (A — B) — C. Soit 7" < 7T un sous-arbre de 7. Alors si 7' F A — B, comme
TEAonaaussi 7' F A et donec 7/ F B. Comme on a aussi 7 £ B — C, il vient 7' F C. Donc
7 E (A— B) — C. Nous avons donc un contre-modéle strict de I, (A — B) - C+ A — B.

Considérons enfin le cas de la régle [A*]. Soit 7 un contre-modéle strict de I'; A— C'+ A. Alors
ona7 ¥ AN B. Montrons que 7 E (AA B) — C. Soit 7' < 7 un sous-arbre de 7 et supposons
T'EAANB. Alors T"E A et comme T E A— C, il vient 7/ £ C. Donc T & (A A B) — C. Nous
avons bien en 7 un contre-modéle strict de I', (AN B) - C+ AN B. O

3.4.2 Le systéme SLJ

Nous proposons maintenant un systéme de régles dénommé SLJ complet pour les séquents
avec partage, voir figure 3.5 mais attention & la nouvelle notation : on n’écrit plus la conclusion «
du séquent avec partage. Et pour conserver 'information du lien, nous marquons a d’une étoile :

* ’
I''a™—= C+HM représente I'fJal—CHa

Lorsque l'on essaye de décomposer un séquent partagé en choisissant une formule principale,
deux cas peuvent se présenter : soit la formule active est a* que ce soit parce que 'on essaye de
décomposer la conclusion ou que I'on essaye de décomposer o* — C, soit o* n’est pas modifiée.
On notera I'*, A+ B un séquent avec partage lorsque que la formule marquée o* — C' fait partie
du contexte I', par opposition au cas I',a* — C' F L

En figure 3.5 est présenté le systéme de régles SLJ pour les séquents avec partage. Sur la
colonne de gauche ainsi que sur les deux premiéres lignes de la colonne de droite ([Tr] et [V])
on trouve exclusivement des régles pour lesquelles a* n’est pas active. Ces régles sont une simple
réécriture des régles de G4ip pour le cas particulier d’un séquent avec partage.3! Elles sont toutes
valides et sémantiquement valides comme régles dérivées de régles sémantiquement valides. Par

ailleurs toutes ces régles sont strictement inversibles®? a l’exception notable de la régle [—1]

31Nous avons donc choisi de leur donner le méme nom que les régles correspondantes de G4ip. Les noms des
autres régles sont tous marqués d’une étoile pour mettre en valeur le fait que c’est la formule étoilée qui est active.

32Nous rappelons que cela signifie qu’un contre-modéle d’une prémisse quelconque est un contre-modéle de la
conclusion.
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Le systéme SLJ
I*+n
—— [F — [T
I*FFN [Frl r*TFM (]
I*,A,B-m m I*,A-rm T* A-m il
r*, ArBrm UF " AVBFN L
' X,C-m
] [X*]
"X, X-crm ‘'t X, X*-CF®R

- A-B—-CFHNR
[—7]

" (AANB)—-CHNR
INA,B*—-CrHR r-crm

rA*—C+-® TI,B*—CFN
T, (AAB—CHR
I A,B*—Ckn

[A7]

4 .
I*,(A-B)—C+® z RMHBYHC%I[:
I A-C,B—C+®R ’ RN%QBﬁCFIhﬂ
—
I*,(AvB)—C+-m ' © I (AVB—cCrm '
- | . I A—CB* —-Cr-m
* [—>L] * {\/2]
I*F—-C-M® T,(AVB)—=CF®
*,.C-ml
) 6 T*
FTocrm U rToorm [V

Fia. 3.5 — Calcul des séquents avec partage SLJ pour la logique intuitionniste, LI.
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bien sir. Les autres régles sont les six régles de la figure 3.4 dont seules [V7] et [V3] ne sont pas
strictement inversibles.

Un contre-modéle strict du séquent avec partage I', @ — C B est un contre-modéle strict
du séquent I'; & — C' F «, c’est-a-dire un arbre de Kripke qui force les formules de I' ainsi que
a — C', mais par contre, ne force pas a. Nous prouvons la complétude de SLJ en nous basant sur
la sémantique des arbres de Kripke.

Théoréme 3.4.3 (Complétude et propriété des modéles finis) Le systéme de régles SLJ
pour les séquents avec partage est complet pour la sémantique des arbres de Kripke finis.

Démonstration. Nous utilisons la méme technique que pour G4ip en mettant en valeur les
points de la démonstration qui changent. Le systéme SLJ est analytique, la preuve faite pour
G4ip étant tout a fait adaptable. Nous rappelons que I’on ne mesure qu’une seule fois a* dans la
complexité d'un séquent avec partage.

La validité sémantique de SLJ a été rappelé dans le paragraphe précédent. Il nous reste
a en montrer la co-validité. La seule véritable différence entre G4ip et SLJ, par rapport a la
preuve de co-validité, est que les séquents irréductibles sont plus nombreux. Il faut en effet
ajouter I', (AV B)* — C' M & la liste des séquents irréductibles alors que dans le cas de Gdip, le
séquent T, (AV B) — C'F AV B aurait été réductible par application de la régle [—3]. On note
que I', F* — C'+ B est aussi un séquent potentiellement irréductible ce qui n’est pas le cas de
I'F — C F F dans Gé4ip.

1l s’agit donc de revoir ce point de la preuve. Soit donc un séquent avec partage irréductible
de la forme

LA o —CHR

ouI' = Xl,...,Xn,Yl —>D1,...,}/p —>Dp7 A = (Al — Bl) — Cl,...,(Ak —>Bk) — Ck; et
a € Var U {F} ou alors &« = AV B. On rappelle aussi que o € {X1,...,X,} car sinon [X*] est
applicable. Le cas o = F se traite comme le cas des variables (pas de régle x applicable) donc
seul le cas a« = AV B distingue vraiment les deux preuves : on introduit donc 74 et 7 deux
contre-modéles stricts de respectivement I', A* - C,B—C+BR et ', A— C,B*— CFMN en plus
des contre-modéles 7; des I', A;, A;, Bf — C;, (AV B) — C'F R 11 s’agit de montrer que

Té ({X17' . '7XTL}7{7-17' "7,]7677:4773})

est un contre-modele de ', A, (A V B)* — C'F . Seul le cas de la formule (A V B) — C differe.
Chacuns des 7; force cette formule. Comme 74 et 7g forcent A — C et B — C, ils forcent aussi
(AVB)—C.Enfin T ¥ AV B car 7Ty ¥ A et Tg ¥ B. On peut donc en déduire que 7 est un
contre-modele strict du séquent avec partage I', A, (AV B)* — C+ R

Une fois la co-validité acquise, la complétude sémantique découle d’une simple application
du théoreme 1.5.4 page 16. 0

3.4.3 Représentation de LI par SLJ

Dans cette section nous montrons comment il est possible de se contenter des séquents avec
partage pour faire de la recherche de preuve en logique intuitionniste. Il existe un codage immeédiat
des séquents dans les séquents avec partage.

Proposition 3.4.4 Le séquent avec partage I'y A* — T = B est valide si et seulement st le séquent
'+ A est valide.
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Démonstration. On obtient trés facilement une preuve de I' A — T puis par la régle [cut], on
peut éliminer la formule A — T. Pour la réciproque, il suffit d’utiliser la régle d’affaiblissement
[weak]. O

3.4.4 Construction de contre-modéles

L’algorithme de construction de preuves ou de réfutations de la section 1.5 au chapitre 1
s’applique au systéme analytique SLJ. Comme ce systéme est aussi co-valide par rapport a la
sémantique des arbres de Kripke finis, c.f. la preuve du théoréme de complétude 3.4.3, nous
pouvons en déduire un algorithme de construction de contre-modéles. Il s’agit essentiellement de
construire une réfutation et d’en extraire un contre-modéle en tenant compte de 'inversibilité
stricte de certaines prémisses ou régles.

Algorithme

Nous détaillons ’algorithme de construction d'une preuve ou d'un contre-modéle du séquent
intuitionniste ' A. Tout d’abord, on le transforme en séquent partagé et on obtient I'), A*—THM.
On décrit ensuite la construction de la preuve ou du contre-modeéle associé & ce séquent partagé.
Cette procédure est déduite de la preuve de complétude du théoréme 3.4.3. Les justifications
de terminaison (analycité) et de correction (co-validité) se trouvent au sein de la preuve de ce
théoréme. Il s’agit d’un algorithme récursif qui s’arréte soit sur (la conclusion d’) un axiome, soit
sur un séquent atomique, c’est-a-dire quand plus aucune régle ne peut-étre appliquée. Dans les
autres cas, il se relance sur un ou plusieurs séquents plus simples :

— dans le cas d’'un séquent atomique, on construit un contre-modéle classique, c’est-a-dire
un arbre de Kripke qui n’est composé que d’une feuille;
— dans le cas d’'un axiome, on construit la preuve qui n’a qu’une seule régle, cet axiome;

— si une régle inversible s’applique, autrement dit, si le séquent est réductible, alors on
choisit une telle régle et on relance 'algorithme sur chacune de ses prémisses. Deux cas se
présentent : soit 'algorithme renvoie une preuve pour toutes les prémisses et dans ce cas
on obtient une preuve du séquent en cours, soit l’algorithme renvoie un contre-modéle pour
au moins 'une d’entre elles et cet arbre de Kripke est aussi un contre-modéle du séquent
en cours, par inversibilité stricte. Il n’est pas nécessaire ici de faire un retour arriére et
d’essayer d’autres régles, c’est I'intérét de I'inversibilité.

— si aucune régle inversible ne s’applique alors on applique I'algorithme & toutes les pré-
misses inversibles restantes, c’est-a-dire celles de régles non-inversibles. Dans le cas de SLJ,
il ne reste que la prémisse droite de la régle [—>%]. Mais attention, plusieurs instances de
cette régle peuvent étre applicables.

— Soit 'une de ces prémisses fournit un contre-modéle auquel cas, c’est aussi un contre-
modeéle du séquent en cours;

— soit toutes ces prémisses inversibles admettent une preuve. Passons aux autres prémisses,
c’est-a-dire les prémisses gauches des instances de [—7] et les prémisses des instances de
[Vi] et [V3].33 On leur applique I'algorithme récursivement ;

— si pour 'une des instances de régles, la prémisse non inversible a une preuve (donnée par
Palgorithme) alors on obtient une preuve du séquent en cours en la combinant avec la
preuve de la prémisse inversible ;

330n notera que dans les cas de SLJ et LJT, on a exactement une prémisse non inversible par régle non-inversible.
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— sinon pour chaque instance de régle non-inversible, la prémisse non inversible admet
un contre-modéle, donné par l'algorithme, et en combinant tous ces contre-modeles au
dessus d’une racine commune, on obtient un contre-modéle du séquent en cours.

Un exemple

Nous présentons en guise d’exemple la construction d’un contre-modele de la formule (==X —
X)V =X. On considére le séquent avec partage ((=—X — X)V =X)* — T+ B On lance I'al-
gorithme de construction. Nous donnons la trace utile de cet algorithme qui est un arbre de
réfutation partiel et commentons chaque étape en figure 3.6. On remarquera que I'on obtient
le contre-modele ({},{75,710}) qui n’est pas minimal, car 75 est aussi un contre-modeéle de
(=X - X))V -X.

L’algorithme présenté ne construit pas des contre-modéles minimaux. En effet, il arrive que
certaines parties des contre-modéles générés soient dupliquées. Il est toutefois possible d’appliquer
des réductions & ces contre-modéles, c’est-a-dire des transformations qui diminuent la taille de
I’arbre de Kripke. Cependant, la notion de contre-modéle minimal n’est pas triviale & définir et
surtout ne parait pas trés naturelle : elle ne semble pas correspondre & un ordre sur les arbres
de Kripke. Ainsi un contre-modéle de taille minimale n’a pas forcément de rapport structurel
(sous-arbre, inclusion...) avec un autre contre-modeéle. Il peut d’ailleurs exister plusieurs contre-
modeéles de taille minimale pour une formule donnée. La réduction des contre-modéles est un
point sur lequel des recherches sont encore en cours.

De la réfutation au contre-modéle de Kripke

11 est aussi possible de voir cet algorithme de construction de contre-modéle comme la combi-
naison d’un algorithme de construction de réfutations (déja décrit au chapitre 1) avec I'extraction
d’un contre-modéle & partir d'une réfutation, extraction dont nous avons donné un exemple en
section 3.3.5. On rappelle que cette extraction consiste tout d’abord & éliminer les branches d’une
réfutation qui ne correspondent pas & une prémisse inversible : si un séquent posséde un fils qui
correspond & une prémisse inversible, alors on élimine tous les autres fils ainsi que les sous-arbres
associés. On identifie ensuite tous ces péres avec leur (unique) fils. On obtient le squelette de
I’arbre de Kripke, les valuations pour les variables étant données par les variables présentes en
tant qu’hypothéses dans les séquents associés aux nceuds de 'arbre de réfutation.

L’intérét d’un algorithme combiné plutot que 'extraction d’un contre-modéle & partir d’une
réfutation réside dans le fait que le contre-modeéle est généralement bien plus simple (en terme
de taille) que la réfutation qui devient vite énorme, méme pour un séquent de petite taille.

3.5 Le systéme STRIP

Dans cette section, nous décrivons une implantation du systéme SLJ. Cette implantation
appelée STRIP est disponible en ligne & ’adresse

http://www.loria.fr/ larchey/STRIP

Ce logiciel est écrit en langage C et distribué sous une licence (GPL) qui en fait un logiciel
libre. Nous n’entrons pas dans les détails mais discutons des différents points ayant orienté les
choix d’implantations et les conséquences en termes de ressources et de performances.

Nous venons de voir dans la section précédente comment il est possible de se débarrasser de

la duplication de la sous-formule B introduite par la régle [—ﬁ{} en considérant des séquents avec
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X,F*—~Fr-m

X,F*—F[T|Fm
X,F*—>F,—>Tl—l6
—>F,X*—>Tkl X,FF—Trm
X, X* = T,[T|Fm T X,Fr—>Trm
X, X* = T[-X|-T+m —>T,X,F*—>TFI@
XS X[ T, -X>THR (ﬂﬂX—>X)—>T,*—>TFI8

(X - X)v-X[-Trm

10

o [«]

Les ’ formules principales ‘ ont été encadrées ce qui permet d’identifier la/les régle(s) appliquée(s).

Elle(s) est/sont aussi rappelée(s) dans le commentaire. Le numéro qui se trouve a coté de chaque
étape correspond au commentaire. Les numeéros encadrés correspondent & des séquents de conclu-

sion |irréductibles.

1.

. le séquent ==X, X*—T, - X —THM est irréductible mais la prémisse droite de la regle [—7]

Le séquent de conclusion (==X — X) V ~X*— T+M est irréductible. Seules les deux régles
non-inversibles [Vi] et [V3] peuvent étre appliquées et elles n’ont qu’une seule prémisse
chacune, cette prémisse étant non-inversible. Nous verrons par la suite que pour la branche
gauche (régle [V3]), on obtient le contre-modele 75 et pour la branche droite (régle [V3])
on obtient le contre-modeéle 77g. Par combinaison, on obtient ({}, {75, 710}) comme contre-
modéle;

. le séquent (=X — X)* - T,-X — T+ B est réductible par la régle inversible [—*];

1
est inversible. On essaye donc d’abord de construire un contre-modéle de cette prémisse
droite : c’est possible et on obtient le contre-modéle fournit par , c’est-a-dire 75 ;

4. on réduit le séquent par la régle inversible [T];

5. le séquent (X — F) — F, X* — T B est irréductible. Seule la régle [—7] est applicable.

La prémisse droite de cette régle vaut F, X* — T I B et est donc valide : ¢’est un axiome.
Par conséquent, nous cherchons a construire un contre-modéle de la prémisse gauche : on
obtient celui de 7 ce qui nous donne 75 = ({}, {77}) comme contre-modéle ;

1

6. le séquent de conclusion est réductible par la régle [—7];

10.

. le séquent de conclusion est réductible par la régle [Tz]. On obtient un séquent atomique

ayant la feuille 77 £ ({X}, {}) pour contre-modéle.

. Le séquent de conclusion est réductible par la régle [—*];

. le séquent de conclusion (=X — X)—T, X, F* — T+ M est irréductible mais on essaye tout

d’abord la prémisse droite de la régle [—é] qui est la seule applicable. Nous en déduisons
le contre-modeéle obtenu en 10, c’est-a-dire 7y ;

le séquent est réductible par la régle [Tz]. On obtient un séquent atomique ayant la « racine-
feuille » 719 = ({X},{}) pour contre-modeéle.

F1G. 3.6 — Construction d’un contre-modeéle & (=X — X) vV =X.
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partage. Nous nous intéressons maintenant a la duplication de la sous-formule C' introduite par
la regle

]
T, A-l0l, B-l0-G

r(AvB) -CrGg U

La solution que nous proposons est de ne plus représenter les hypothéses sous la forme d’un
multi-ensemble de formules mais d’une forét d’arbres. Les arétes représentent des implications
logiques et chaque branche représente une formule, ’arbre représentant donc un multi-ensemble
de formules. Par exemple I'arbre suivant représente le multi-ensemble des deux formules A3 —
(A2 — Ao) et A1 — AO :

Ay ® Ay — Az — (A — Ap), A1 — A
A3

On remarque que la formule Ag est partagée dans la représentation sous forme d’arbres et du-
pliquée dans la représentation des séquents a plat.

3.5.1 Les séquents sont des foréts

Le systéme STRIP est fondé sur la représentation des séquents sous forme de foréts et les
régles sont dérivées du systéme SLJ. On peut voir SLJ comme un systéme intermédiaire entre
G4ip (alias LJT) et une implantation de ce systéme qui évite les duplications.

Définition 3.5.1 (7-séquent) Un T-séquent est un multi-ensemble d’arbres dont les neeuds
sont indexés par des formules. La formule partagée avec la conclusion est ['une de ses feuilles
(strictes) marquée d’une étoile *.

Nous expliquons maintenant comment associer un séquent partagé & tout 7-séquent. Nous
donnons une description informelle car le principe de la conversion est trés simple et une descrip-
tion formelle ne ferait que compliquer inutilement. Soit Fy, . .., Fj la liste des formules rencontrées
le long de la branche [ d’un des arbres d’un 7-séquent. Fj est la formule indexant la feuille (éven-
tuellement F; est marquée d’une étoile) et Fj indexe la racine de cet arbre. On associe a cette
branche la formule F;— (- - -— Fp) interprétant les arétes comme des implications —. Le 7-séquent
7 est interprété comme 'union de toutes les formules associées aux feuilles (ou branches) de cette
forét :

T — {F,— -+ — Fy | l est une feuille de 7'}

On remarque que la formule partagée est toujours & la gauche d’une implication et est donc
de la forme F* — (--- — Fy) ce qui justifie la définition : la formule étoilée correspond a une
feuille qui n’est pas une racine en méme temps.

3.5.2 Ce que deviennent les régles de SLJ

Le point fondamental est que dans cette interprétation la duplication introduite par la régle
[—3] (et aussi [V1], [V4] dans SLJ) se traduit par un partage le long d'une branche. En effet si
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on suppose que la feuille F} est de la forme A V B, on obtient une régle [—>‘i] de la forme

,A—)(F}_1—>—>F0)73—>(E_1—>_)Fo)l_
...(AVB) = (Fi_1 — - — Fy) ...

(=1

On s’apercoit qu'il est possible de représenter les deux formules A — (Fj—1 — --- — Fp) et
B — (Fj_1 — -+ — Fp) sans la moindre duplication, en se servant du partage naturel le long de

la branche Fj_q,..., Fpy. Ceci peut-étre représenté sous forme d’arbre de la maniére suivante :
Fy Fy
1 1
1 1 ~ 1 )
AV B A B

Toutes les régles logiques de SLJ peuvent se ré-interpréter sur cette nouvelle structure de
T-séquent. Il serait trés fastidieux de décrire toutes ces régles a cause de la structure d’arbre.
Les opérations mises en ceuvre sur les arbres sont des opérations au niveau des feuilles. Dans
I’exemple précédent on a vu que la feuille indexée par AV B est dédoublée « horizontalement. »
Dans le cas de la régle [—7] la feuille indexée par A A B est dédoublée « verticalement » :

F o

A B 11}
ANB A

Enfin, le cas de I'implication au niveau d’une feuille est aussi intéressant. Si A — B se trouve
au niveau d’une feuille alors d’apres la régle [—7], A sort de 'arbre et devient une nouvelle racine
alors que B* remplace tout simplement A — B :

FO FO
A B AA
A— B B*

Ceci concerne la premisse gauche de la régle [—fi]. Le traitement de la prémisse droite est un
peu particulier. En effet, on remarque que tous les descendants du noeud Fj_q sont éliminés en
méme temps que la feuille A — B :

Fy
1
A B

A— B

A vpriori, la prémisse gauche de la régle [—>‘i] indique seulement qu’il faut introduire une
feuille indexée par Fj_q :

A Fj o P oo By Fig = oo B
Bl —>F 41— —F,...,(A>B)—>F_1—— Fp,...

(=1
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Cette action aurait pour effet une duplication de la feuille, ce qui n’est pas souhaitable. Mais on
peut alors utiliser plusieurs fois la régle inversible* suivante :

T, AgF G
T, A — - — Ay, AgF G

pour éliminer tous les descendants de Fj_1.3% C’est en ce point particulier que le systéme STRIP
se distingue d’une implantation triviale de SLJ. Cette élimination de tout un sous-arbre est non
seulement nécessaire mais aussi trés utile du point de vue de la complexité car elle peut réduire
de maniére considérable la taille du 7-séquent.

Pour finir, on remarquera que les régles préservent la polarité des sous-formules. Les racines
correspondent & une polarité négative et les autres nceuds & une polarité positive de la sous-
formule correspondante.

3.5.3 Un exemple de recherche de preuve

Nous n’entrerons pas plus dans les détails de la lecture des régles de SLJ sur les 7-séquents.
Nous préférons présenter un exemple de recherche de preuve dans le systéme des 7-séquents. Cet
exemple illustre la décomposition des arbres suivant les régles de SLJ. Soit a prouver le séquent
((AANB)V (C — D)) — EF F. Nous transformons ce séquent en séquent avec partage ce qui
donne (AAB)V(C—D))—E, F* - T+

a6 08,10 - m 0
(AAB)V(C—D))—E | {3\ Ly 7]y
4 7
(AAB)V(C— D) |, 7 é\s),lg*u

Y/ N =
[ars} [o-p} [T} Sslerm

\ / \ — [—7]surl
AEEE [F O

010,19* = |

[—1] sur 5

[—2] sur 2

Pour une question de place, nous avons codé les formules suivant le graphe de parenté ci-
dessus a gauche.?® Ainsi le code 7 représente la formule E alors que 5 représente C'— D. Ci-dessus
a droite, on trouve l'arbre de preuve (partiel) pour le séquent 10,9* — 0+ B. Nous commentons
cette preuve.

— On commence par réécrire la formule 10 = 1 — 7 sous forme d’un arbre & deux nceuds dont
la racine est indexée par 7 et le fils par 1. Cette transformation ne change pas le sens du
séquent puisque l'interprétation de la branche de feuille 1 est exactement 1 — 7.

Cette régle que l'on note [—] est nouvelle dans STRIP par rapport a SLJ. Elle est bien
str a la fois valide et inversible puisque Uinterprétation du 7-séquent est inchangée. Elle
ne s’applique qu’aux « racines-feuilles » c’est-a-dire les arbres a un seul neceud ;

— on applique ensuite la régle inversible [—3] & la formule 1 = 2V 5 ce qui nous donne un
dédoublement horizontal de la feuille 1 en 2 et 5. L’instance de régle correspondante de

340n peut par exemple prouver son inversibilité forte dans la mesure ot Ag I A; — --- — Aj.
350n notera que 1’on utilisera une instance de la régle ott Ag = Fj_q — --- — Fp.
360n remarquera que dans le programme STRIP, les formules sont codées de la méme maniére.
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SLJ est :
[
2—7,5—7,9"—0+-1

.3
[2v5]—7,9*—0-m i

On rappelle que dans la représentation sous forme d’arbres, la formule 7 se trouve partagée
sur les branches qui ménent aux feuilles 2 et 5. Ce fait est souligné par le lien supérieur
entre les deux instances de 7, tandis que ’encadré marque la formule active;

— vient ensuite la régle inversible [—%} appliquée & la feuille 2 = 3 A 4. On obtient un
dédoublement vertical ot 3 devient une nouvelle feuille3” de pére 4 qui vient remplacer 2.
Dans SLJ :

[ ]

3— (4—[7),5—7,9"—0+-1

[3A4]-0 55—, 9" —o-m
I

[=1]

— on se retrouve avec un 7-séquent ou les feuilles sont 3, 5 = 8 — 6 et 9*. Donc nous avons un
T-séquent irréductible. Comme 3 et 9 sont atomiques, seule une régle peut-étre appliquée :

[—1] sur la formule 5. Dans SLJ :

3— (4—7),8,6*~7,9—-0-rW0 3—-5(4—-7),7,9*—0FN

3— (4—fl).[s =69 —orm t
L |

— on constate cependant que la prémisse droite différe dans le cas STRIP par rapport au cas
de SLJ. En effet, la formule 3 — (4 — 7) a été supprimée dans STRIP. Ceci correspond
a ’élimination d’un sous-arbre dont nous avons parlé en section 3.5.2. Cette simplifi-
cation évite la duplication de 7 qui apparait dans SLJ et qu’il ne serait pas possible
« d’absorber » dans la structure d’arbre car 7 devrait apparaitre comme un arbre & un seul
neeud dans la forét.

3.5.4 Complétude et complexité

Dans cette section nous énoncons des résultats sans les démontrer en détail. La démonstration
est techniquement simple & partir des résultats sur SLJ mais implique I'explicitation des régles
sur les 7-séquents ce que nous avons choisi de ne pas faire. Ces régles sont bien siir explicitées
dans le programme STRIP.

Théoréme 3.5.1 Le systéeme STRIP est complet pour la logique intuitionniste.

On peut voir STRIP comme un implantation fidéle et efficace de SLJ,*® lui-méme complet
pour la logique intuitionniste. La propriété fondamentale du systéme STRIP est que plus aucune
duplication de sous-formule n’apparait dans les régles du systéme, grace aux deux formes de
partage.

370On pourra noter que ce choix de mettre 3 en feuille plutét que 4 est tout a fait arbitraire. On aurait trés
bien pu faire le choix inverse. Un ordonnancement variable peut faire partie d’une stratégie plus élaborée, voir
section 3.5.5.

38Modulo I’élimination des sous-arbres qui correspond a I’application multiple d’une régle strictement inversible.
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Théoréme 3.5.2 (Analycité) La profondeur de l'espace de recherche est majorée par la taille
du séquent a prouver. Par conséquent, c’est aussi le cas de la profondeur des preuves et des
réfutations.

Démonstration. On mesure la complexité d’un 7-séquent par la somme de complexité des
formules qui indexent les nceuds de la forét. Comme il n’y a aucune duplication et qu’au moins
une formule est décomposée pour chaque prémisse, la complexité décroit strictement lorsqu’on
passe de la conclusion d’une régle & l'une des prémisses. La hauteur maximale d’une branche
est donc majorée par la complexité de la racine, c’est-a-dire celle du séquent que ’on cherche &
prouver ou réfuter. O

Par rapport a la preuve d’analycité de G4ip ou SLJ, celle de STRIP est beaucoup plus simple
car une mesure de complexité linéaire suffit alors que nous avions utilisé des ordinaux dans les
deux autres cas. Le partage sous forme d’arbre rend le systéme plus difficile & manipuler mais sa
complexité algorithmique est moindre.

Théoréme 3.5.3 (Propriété des modéles finis) 1] existe une procédure qui construit soit une
preuve, soit un contre-modéle de n’importe quel T-séquent.

Démonstration. Il suffit de reprendre I'algorithme décrit en section 3.4.4 et de 'adapter a la
représentation sous forme d’arbres des séquents. La partie qui correspond & la construction de
contre-modéles est exactement la méme car par rapport & SLJ, STRIP ne rajoute que des régles
strictement inversibles. O

3.5.5 Des critéres pour les choix d’implantation

Dans cette section, nous évoquons certains critéres ayant déterminés nos choix d’implanta-
tion. Nous montrons comment I’absence de duplication dans STRIP permet un grand nombre
d’optimisations autant au niveau de la gestion de ressources spatiales (espace mémoire) que
temporelles (complexité en temps de la recherche de preuve.)

Les problémes relatifs aux stratégies

Une stratégie consiste a choisir, pour un séquent donné, l'ordre dans lequels on va appliquer
les régles de décomposition. C’est donc d’abord un choix de la formule active, et ensuite un
choix d’ordre sur les prémisses, s’il y en a plusieurs possibles. Par exemple, dans le séquent avec
partage suivant, ou le lien supérieur représente le partage de la formule C' au niveau d’une racine
commune de la structure d’arbre,

K*—T,X,[X]|- 4,

il y a trois formules principales possibles. correspond & l'application de la régle [—%],
correspond a la régle [—2] et & la regle [—»3]. La détermination de ces formules implique
un parcours du séquent. Ici, on examine les formules K*, X, X, AAB et AV B.

Or, non seulement ce parcours peut prendre du temps lorsque le séquent est de grande taille
mais en plus, il doit étre fait & chaque étape. Supposons que 'on décide d’appliquer la régle [—%]

par exemple. On obtient alors le séquent

AAB|-ME,

Av B|-l¢-m

\ [ |
K*—>T,X,—>A,—>C,A—>C’,B—>C’|—I
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qui est la prémisse correspondant & la régle [—%] Or on constate que ’on est & nouveau obligé
de parcourir les formules K*, X, X, A A B pour déterminer les formules actives.

Minimiser le plus possible le nombre de nceuds de la forét visités pour raccourcir le temps
passé & choisir la formule active est 'un des critéres majeurs qui ont déterminé la structure de
donnée la plus adaptée a la représentation de ’arbre.

D’autre part, le choix d’une stratégie est trés important pour 'efficacité globale de la recherche
de preuve. Dans [LW 00b], nous avons comparé la stratégie qui consiste & toujours choisir la
premiére formule active rencontrée (la plus économe de point de vue du temps qui lui est consacré)
& une stratégie plus sophistiquée qui tient compte de l'inversibilité des régles, du nombre de
prémisses, retardant le plus possible 'application des régles qui semblent les plus coliteuses a
priori, par exemple les régles a deux prémisses qui « dupliquent » I’espace de recherche de preuve.
Nous avons constaté que la deuxiéme stratégie, qui est plus cofiteuse en temps de parcours des
formules, permet en revanche de grandement réduire ’espace de recherche de preuves. Ce dernier
critére a une influence beaucoup plus grande sur les performances globales.

Si on désire construire des contre-modéles, on ne peut pas appliquer n’importe quelle stra-
tégie. Les choix doivent respecter ’ordre partiel décrit dans I’algorithme de la section 3.4.4 : en
particulier il impose d’appliquer d’abord toutes les régles inversibles avant de pouvoir appliquer
une régle non-inversible. Par exemple, ce n’est pas ce que fait la stratégie élémentaire qui choisit
la premiére formule active (feuille) rencontrée. Cependant, c’est le cas de la deuxiéme stratégie,
plus sophistiquée.

Nous avons donc choisi une représentation qui ne limite pas trop les choix de stratégies. Tl
est tout & fait possible d’en implanter plusieurs au sein du prouveur et de les comparer. Par
contre, le choix de représentation des données ne peut pas vraiment étre découplé du choix de la
stratégie, si on veut des performances optimales.

La gestion des ressources

Du point de vue de la gestion des ressources, le gros avantage de STRIP sur SLJ est que les
(sous-)formules ne sont plus dupliquées. Ce simple fait permet d’effectuer des choix d’implanta-
tion qui ne seraient tout simplement pas envisageables autrement. Supposons que 'on travaille
sur une formule logique (ou un séquent) de taille n. En numérotant les sous-formules, on peut
les identifier par des nombres stockés sur un espace mémoire de taille logn.

Par exemple, il est possible de prévoir & ’avance l’espace mémoire qui sera nécessaire &
I’exécution de ’algorithme de recherche de preuve. Pour se repérer dans cet espace, 'information
qui est nécessaire est la branche courante de cet arbre de recherche. Or chaque neeud de cet arbre
de recherche est un choix d’une prémisse d’une instance de régle logique, correspondant & une
occurence particuliere d’une sous-formule de la formule (ou du séquent) de départ. Or 'absence
de duplication garantit que la profondeur de cet espace de recherche, autrement dit la longueur
de la branche la plus longue, est de taille linéaire en la taille de la formule de départ, ¢’est-a-dire
inférieur ou égale & n. Chaque nceud nécessite un espace de taille proportionnelle a logn pour
étre stocké.

On obtient une implantation O(nlogn) en espace de la recherche de validité en
logique intuitionniste, c’est-a-dire le meilleur résultat théorique connu [Hud 93].3°

Dans la pratique, c’est une taille linéaire que 1’on obtient dans la mesure ou il est difficile
d’envisager des formules dont la taille dépasse 232 (ou 2%4 pour les processeurs & 64 bits.) Ceci

39Nous rappelons que le probléme de décision dans LI est PSPACE-complet [Sta 79).
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veut dire que 'on peut éviter toute allocation dynamique lors du parcours de 'espace de
recherche de preuve, controlant parfaitement les ressources mémoires nécessaires a STRIP, ce qui
permet aussi une accélération a I’exécution dans la mesure ot la recherche de preuve n’est plus
en fait quun (long) calcul.

L’absence de duplication permet aussi d’autres optimisations au niveau du temps de calcul.
Ces optimisations qui sont naturelles en logique classique propositionnelle par exemple, car le
calcul des séquents ne posséde pas non plus de duplications, sont rendues possibles par le fait
qu’une sous-formule donnée ne peut servir qu’au plus une fois le long d’une branche de I’espace
de recherche de preuve. La numérotation préalable des sous-formules permet de les comparer
a lavance, et pas & chaque fois que cela est nécessaire. Cette comparaison a lieu par exemple
lorsque ’on doit reconnaitre un axiome :

T, Ag,... . An,Af S CHE

En effet, on doit comparer A; a Ag,..., A, pour déterminer si on a un axiome ou pas. Dans
I'implantation de STRIP, l'identification d’un axiome se fait en temps constant. Cela ne serait
pas possible si les formules devaient étre comparées les unes aux autres a chaque fois. On pourait
faire la méme remarque pour la régle [—1].

De maniére générale, I'application de toutes les régles de STRIP se fait en temps constant.*
Ceci veut dire que le temps de parcours d’une branche quelconque de ’espace de recherche
de preuve est linéaire en n. Cependant, on notera que les choix d’orientation dans ’espace de
recherche, qui sont effectués par la stratégie, ne prennent pas toujours un temps constant. Ceci
constitue une voie d’améloriation de I'implantation sur laquelle nous continuons de travailler.

Les performances

Nous avons effectué des comparaisons de performance entre STRIP et d’autres systémes de
recherche de preuve en logique intuitionniste propositionnelle. Il s’agit des systémes Porgi*! et
ft12. Méme s'il ne s’agit pas encore de tests exhaustifs, nous avons pu constater de trés gros écarts
de performances a l’avantage de STRIP, au niveau de ’algorithme de recherche de validité.

Dans le cas de Porgi qui est aussi basé sur LJT, on constate qu’a stratégie égale?® STRIP prend
nettement 'avantage. D’autre part, la taille des formules que I'on peut tester avec Porgi est tres
vite limitée si ’on ne veut pas attendre trop longtemps, ce qui fait que nos tests se cantonnent
a des formules de petite taille. A la décharge de Porgi, on notera qu’il est écrit en SML ce qui
le rend bien str moins performant qu’un programme écrit en C tel que STRIP. Pour ne donner
qu'un exemple, la formule qui exprime le principe des « trous de pigeons » pour 3 trous et 4
pigeons est prouvée en 2milli-secondes par STRIP et en 15secondes par Porgi.

Dans le cas de ft qui lui est écrit en C, nous avons fait des comparaisons sur des formules
plus conséquentes (taille 1000 & 2000.) Par exemple, la formule

(Fz(p(x) AVY(a(y) — r(z,y))) A =Jz(q(x) AVy(p(y) — r(z,y))) — Fz(p(x) A ~q(x))

instanciée sur un domaine de taille 6 est prouvée en 2secondes par STRIP alors que ft met
6 minutes. Sur un domaine de taille 7, notre prouveur met 35 secondes. Nous n’avons pas attendu

40A Jexception notable d'une régle particuliére qui doit couper un sous-arbre. Cependant, le temps nécessaire
a son application est linéaire & la réduction de taille de la forét.

http://www.cis.ksu.edu/~allen/porgi.html

hitp://www.sics.se/isl/ft.html

43Porgi n’en a qu’une et elle correspond a notre stratégie sophistiquée.
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la fin du calcul pour ft.** Pour information, la taille de la preuve obtenue par STRIP dans ce
dernier cas est de 4500000 nceuds. Il se trouve que dans ce cas précis, la stratégie de STRIP ne
se « trompe » jamais et il n’y a donc pas de retour arriére. L’espace de recherche de preuve fait
donc la méme taille.

Pour plus d’informations sur les tests de performances que nous avons effectués, le lecteur est
invité a se référer a [LW 00b].

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre consacré & la recherche de preuves et a la construction de contre-modéles
en logique intuitionniste, nous avons mise en ceuvre les techniques de construction d’arbres de
réfutation et la notion de co-validité pour prouver la complétude et la propriété des modéles
finis de plusieurs systémes adaptés a la logique intuitionniste, & savoir LJT, SLJ et STRIP. De
ces démonstrations, nous montrons qu’il est possible d’extraire un algorithme de construction
de preuves ou de contre-modeéles. Nous établissons un lien entre deux approches opposés du
probléme de la décision pour la logique intuitionniste : 'approche syntaxique qui consiste a fournir
un systéme analytique et a en prouver la complétude et 'approche sémantique qui consiste a
prouver la propriété des modéles finis. Dans notre démarche, la preuve de complétude de systéme
en question contient ’algorithme de construction de contre-modéles. Cette preuve met en ceuvre
les notions de réfutation et de co-validité.

Nous cherchons ensuite & supprimer la duplication de sous-formules dans LJT dans le but
d’obtenir une implantation plus efficace des algorithme de décision. Un premiére étape consiste
a supprimer une forme de duplication introduite par une régle d’implication gauche, qui se
matérialise par une formule commune entre la conclusion et la sous-formule gauche d’une im-
plication dans les hypothéses. Nous montrons que ce lien peut-étre conservé par la suite ce qui
supprime cette premiére forme de duplication. L’autre forme de duplication est introduction par
une disjonction a la gauche d’une implication au niveau d’une hypothése. Dans le systéme STRIP
nous montrons comment cette deuxiéme forme de duplication peut-étre absorbée au niveau des
branches d’un arbre. En représentant les séquents sous forme de foréts, nous les appelons alors
de 7-séquents, nous obtenons un systéme ou toutes les duplications ont été supprimées.

Enfin nous présentons les conséquences de la suppression des duplications aux niveaux des
choix d’implantation et des performances du systéme STRIP au niveau de la gestion des ressources
temporelles et spatiales.

L’une des perspectives de travail que nous envisageons serait de prouver formellement*® la
validité et les propriétés relatives a la complexité de I'implantation du systéme STRIP que nous
avons réalisé. Les travaux de K. Weich sur ’extraction de prouveurs & partir de preuves de
complétudes [Wei 98] peuvent étre adaptés a la représentation particuliére la logique intuition-
niste que constitue le systéme STRIP. L’intérét d’une telle démarche, outre la certification d’un
programme, réside dans le fait que les propriétés de complexité dépendent évidemment de I'im-
plantation précise de STRIP.

D’autres part, il parait tout a fait possible, a la lumiére des travaux [Ave 99|, d’adapter
les techniques de partage & d’autres logiques intermédiaires, c’est-a-dire situées entre la logique
intuitionniste et la logique classique. Par exemple, I’adaptation au cas de la logique de Gddel-
Dummet [Dyc 99| des techniques issues de LJT est suffisamment avancée pour pouvoir envisager
un transfert de la notion de 7-séquent & cette logique.

44Nous I’avons interrompu aprés 2 heures de temps.
43 (est-a-dire a P’aide d’un outil pour faire des preuves de programmes comme Coq ou Hol.
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Enfin, la réduction des contre-modéles générés par STRIP est un point sur lequel nous tra-
vaillons également. Une approche basée sur la correspondance entre arbre de Kripke et algébre de
Heyting est a I’étude et permet d’obtenir certaines réductions. Notons cependant que la notion
de minimalité d’un contre-modéle reste encore a préciser.
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4 | LOGIQUE INTUITIONNISTE LINEAIRE

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions certains aspects essentiellement sémantiques de la logique
intuitionniste linéaire, mais basés sur la notion de réfutation et donc de la recherche de preuve. De
nombreux travaux présentent différentes approches de la recherche de preuve en logique linéaire
classique mais aussi dans sa version intuitionniste.

FEn logique linéaire, les problémes de décision de validité sont généralement complexes. Rap-
pelons que la logique linéaire propositionnelle (exponentielles comprises) est indécidable [Lin 92b|
et que le fragment de Horn de MLL est NP-complet [Kan 94]. Toutefois, de nombreux travaux
ont été consacrés a la recherche de preuve dans divers fragments. Les méthodes et techniques
usuelles de recherche de preuve des logiques classique ou intuitionniste ne peuvent pas s’adap-
ter directement au cas linéaire. Au niveau sémantique, ’adaptation des modéles booléens ou de
Kripke n’est pas immédiate non plus [All 93].

Il existe des méthodes de recherche de preuve qui se fondent sur le calcul des séquents li-
néaire avec par exemple la définition de formes canoniques |[Hod 94, Gal 94, And 92|, de straté-
gies particuliéres de recherche [Tam 94| et d’une gestion efficace des formules vues comme des
ressources [Har 97, Cer 00].

D’autres méthodes fondées sur la construction de réseaux de preuves [Gir 95b] ont été pro-
posées dans différents fragments de la logique linéaire [Gal 00, Gal 98b]. D’autres travaux ont
conduits & adapter des méthodes classiques de la recherche de preuve (tableaux, connections,
résolution,...) [Har 92, Man 99, Kre 97, Min 93|.

La recherche de preuves dans LLI peut étre abordées a partir de la logique linéaire classique.
Cependant la relation entre LLI et LL n’est pas la méme que dans le cas non linéaire (entre LI et
LC.) Ainsi, il existe des versions multi-conclusions LI [Sch 91] alors qu’il est nécessaire d’étendre
LLI avec le '@ pour en obtenir une version multi-conclusions [Hyl 93, Br 97].

Au niveau sémantique, de nombreux travaux existent également. Pour 'interprétation des
formules, nous avons la sémantique algébrique et la sémantique des phases |Gir 95a, Tro 92,
Yet 90, Ros 90, Ono 93] ou encore la sémantique a base de réseaux de Petri [Bro 89, Mes 91,
Eng 90, Eng 97].

Pour la sémantique des preuves que nous n’aborderons pas ici, on pourra citer les travaux sur
la sémantique catégorique |Bar 91|, la sémantique des jeux |Laf 91, Abr 94, Bla 92|, les espaces
de Chu [Pra 95, Pra 97, Dev 99, Abr 99] ou sur les espaces cohérents [Gir 87, Gir 89].

Dans le chapitre précédent, notre étude de la recherche de preuve dans des calculs de sé-
quents pour LI nous a mené jusqu’a I'implantation concréte d’un logiciel. Dans cette partie, nous
étudions essentiellement la sémantique des formules de la logique linéaire intuitionniste, sous
différentes formes, dans le but d’aborder la construction de contre-modéles pour les formules
invalides et les formes que peuvent prendre ces contre-modéles.

73
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Partant du calcul des séquents sans coupures usuel pour LLI — voir figure 4.1 — nous éta-
blirons 'analycité de ce systéme ce qui nous permettra de construire des contre-modéles & partir
de réfutations. Nous rappelons la sémantique algébrique (quantales) et la sémantique des phases
pour LLI ainsi que leur propriété de complétude.

Nous introduisons une nouvelle sémantique fondée sur la notion de ressource. Cette interpré-
tation s’avére trés adaptée a la preuve des propriétés sémantiques fondamentales de complétude
et des modéles finis. Les deux démonstrations ne différent guére que d’un passage au quotient. Ce
quotient est construit & partir d’un arbre de réfutation. Nous montrons également que la méme
démonstration permet d’obtenir une preuve sémantique de 1’élimination des coupures. Comme
il est possible de transformer un espace de ressources (fini) en espace de phases (fini) tout en
préservant Uinterprétation des formules, et qu’une transformation de ce type est aussi possible
des espaces de phases vers les quantales, nous en déduisons la propriété des modéles finis pour
la sémantique des phases et la sémantique algébrique. De maniére étonnante, cette derniére pro-
priété n’a été établie que trés récemment pour LLI [Oka | alors que dans le cas classique, elle est
connue depuis un certain temps déja [Laf 97].

Enfin, nous introduisons une autre sémantique & base de monoides ordonnés qui est une
version abstraite de la sémantique a base de réseaux de Petri. Notre cadre de travail nous per-
met d’expliquer pourquoi seuls des résultats de complétude partielle avaient pu étre établis
dans [Eng 97|. Nous démontrons enfin la propriété des modeéles finis pour ces deux derniéres
interprétations.

4.1 Syntaxe

4.1.1 Formules de LLI

L’ensemble Form des formules de la logique intuitionniste linéaire propositionnelle,
commutative et sans exponentielles notée LLI construites a partir d’un ensemble de variables
Var est défini par induction par :

Form: A:=V |1|F|T|ADOQApourO€ {®,&,®,—} et V € Var

Ainsi, I'ensemble des variables Var que nous noterons usuellement par les lettres V ou W est
contenu dans 'ensemble des formules, i.e. Var C Form, formules que nous dénoterons générale-
ment par les lettres A, B ou C. On appelle additifs les opérateurs & et & et multiplicatifs les
opérateurs ® et —o. Les symboles 1, T et F représentent des constantes. Par exemple, 1’écriture
A — (B ® C) est une formule si A, B et C sont des formules.

Si on compare LI et LLI on s’appercoit que la conjonction A est dédoublée en une version
additive & et une version multiplicative ® qui capturent les aspects linéaires de la logique. Dans
sa version intuitionniste, la logique linéaire n’a pas de disjonction multiplicative ’® mais seulement
une additive @, contrairement a la logique linéaire classique |Gir 87, Gir 95a]. Cependant, des
versions multi-conclusions intuitionnistes de la logique linéaire ont aussi été étudiées. Dans ce
cas, une disjonction multiplicative > peut-étre introduite comme par exemple dans le systéme
FILL [Hyl 93, Bie 96].

On notera Context ’ensemble des contextes. Un contexte généralement dénoté par les lettres
I" ou A est un multi-ensemble fini de formules, c’est-a-dire une liste dans lequel l'ordre ne compte
pas, mais la multiplicité des occurences compte. On écrira souvent Ay, ..., A, le multi-ensemble
de n formules. Ainsi les deux multi-ensembles A, A, B et A, B, A sont égaux mais différent tous
les deux de A, B car le nombre d’occurences de A est différent.
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A  AAFB

ara b T,AFB [cut]
I A, BFC I'A AFB
FAgBrc o I ArAgDp
A AB%C[ | I AFB |
IA,A—-BFC L r'FA—-pB ' 1
ILAFC . L,BEC 2 TEA TEB
T,A&BFC L' T A&BFC [&ez] TFA&B r
ILAFC T,BFC T A ) I'tB )
raenrc  © Traen ©H Traigp (@
T-A
AR 0] k] - [F] ——— [T
T,1F A el = (el T,FF A ol T [Txl

F1a. 4.1 — Le calcul Gil des séquents pour LLI

4.1.2 Calcul des séquents

Un séquent intuitionniste est une paire (I', A) € Context x Form ou I' est un contexte et A
une formule. On écrira plutot I' = A pour dénoter un séquent. Si I' est le contexte vide () alors
on écrira méme A plutot que O+ A.

Le calcul des séquents pour LLI est un systéme de régles décrit en figure 4.1. Ce calcul est
noté Gil. Il permet de définir une notion de validité pour les séquents en posant

-2 kg (4.1)

Lorsqu’un séquent I'F A est prouvable, i.e. admet une preuve, on écrira I' Fg;; A (ou T'lF A) plutot
que Fgii I'F A (ou IFT'F A.) Le calcul des séquents posséde une régle particuliére [cut] appelée
régle de coupure. Nous montrerons en section 4.4.7 que cette régle est en fait redondante.

Définition 4.1.1 (Gilsc) Le systéme Gilge est le systéme Gil privé de la régle de coupure [cut].

Pour I'instant, nous ne supposons pas I’élimination des coupures, autrement dit, nous distin-
guons la relation de déduction Fg; dans Gil de la relation de déduction notée k¢ dans le systéme
Gilgc.

4.1.3 Analycité du systéme Gil.

Dans cette section nous expliquons pourquoi le systéme Gilsc est analytique. On constate que
les prémisses de chaque régle sont déterminées par le choix de la formule principale —i.e. la
formule qui est décomposée, — et éventuellement d’un découpage en deux du contexte gauche,
dans le cas des régles [®g] et [—or]. Or ce choix d’une formule principale s’effectue soit a gauche
du symbole F ou se trouve un nombre fini d’occurences de formules, soit & droite ou il y a
exactement une formule. Enfin, il y a un nombre fini de fagons de découper un contexte I', A en
deux parties I' et A.

Proposition 4.1.1 Etant donné un séquent T+ A, il y a un nombre fini d’instances de régles de
Gilse qui ont ce séquent pour conclusion.
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Donc les arbres de réfutation sont de largeur finie. Qu’en est-il de leur hauteur? Pour la
logique linéaire, il est trés facile de montrer qu’elle est finie elle aussi. Il suffit de voir que le
nombre de symboles diminue quand on passe d’une conclusion & une prémisse, dans la mesure
ou la virgule ne compte pas comme un symbole. Seule la régle [cut] ne suit pas cette loi mais
nous ’avons justement supprimée.

Proposition 4.1.2 Le systéme Gils. est analytique.

La conséquence immédiate, voir section 1.5, est que les arbres de réfutation de Gilsc sont
finis et que l'algorithme de recherche de preuves se termine, retournant soit une preuve, soit
une réfutation. Nous sommes donc capables de fabriquer une réfutation pour n’importe quelle
formule ou séquent invalide.

4.2 Sémantique algébrique

4.2.1 Interprétation

L’interprétation des formules et des séquents de LLI consiste & associer des opérateurs algé-
briques aux opérateurs logiques et a vérifier que cette association transmet la validité (séman-
tique) des prémisses vers la conclusion des régles du calcul de séquents Gil. La structure algébrique
correspondant & LLI peut étre retrouvée en considérant I’algebre des termes (ou de Lindenbaum)
décrite en section 4.2.2 : il s’agit de la notion de quantale. Les résultats de complétude sont bien
connus depuis longtemps, voir [Yet 90, Tro 92| par exemple. Nous en faisons une présentation
rapide. La définition de la notion de quantale a déja été donnée en section 2.5 mais il nous semble
utile de la rappeler :

Définition 4.2.1 (Quantale) Une quantale est un triplet (Q,e, <) ou (Q,e) est un monoide et
(Q, <) est un treillis complet. De plus, pour tous éléments a, (b;); de Q, on a ae\/,b; =\/(aeb;),
relation que l'on appelle distributivité infinie.

En particulier, une quantale est un monoide résidué — voir définition 2.3.5 page 28 — et son
V-complété lui est isomorphe d’aprés 2.5.8. Nous rappelons que le résidu est défini par a —e b £
max{z | zea < b} (d’aprés 2.5.2). Pour interpréter les formules, nous nous donnons une valuation
o : Var — Q, c’est & dire une interprétation des formules atomiques, puis nous interprétons les
opérateurs multiplicatifs 1, ®, —o par les opérations monoidales respectives e, o, —e et les additifs
@, &, F, T par les opérations du treillis respectives V, A, L, T, ce qui nous donne la définition
inductive suivante :

_ [Sémantique algébrique]

[VI=o(V) [A—B] =[A] - [B]
[1] = e [A® B] = [A] « [B]
[F] =L [Ae B] = [A] v [B]
[T1=7 [A& B] = [A] A [B]

, Lo s o . L.
Le lecteur aura remarqué que cette définition est paramétrée par Q et o mais nous n’écrirons
[H]‘é qu’en cas d’ambiguité potentielle, ceci afin de ne pas alourdir les notations. Les contextes

sont ensuite interprétés suivant la méthode présentée en section 2.6, c’est-a-dire [A;, ..., A,] =
[Ai] ®---e[A,]. Montrer que cette interprétation est valide consiste a prouver que la relation
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binaire » C Context x Form définie par I' » A < [I'] < [A] est close pour les régles du calcul des
séquents en figure 4.1.

Proposition 4.2.1 (Adéquation) Si I' Fg; A alors [I'] < [A].

Démonstration. D’aprés le résultat 1.2.2, il suffit de montrer que les régles du calcul des
séquents Gil sont valides par rapport a la relation >, car on obtient alors Fg; C ». Ceci revient
exactement & montrer que > est close pour les régles de Gil. Considérons par exemple la régle

A AFB
I AFA®B

[®R]

On suppose que I' » A et A > B, c’est a dire [I'] < [A] et [A] < [B]. Montrons que I') A >
A® B. Or [I',A] = [I'] e [A] par définition de [-] sur les contextes. D’autre part, [A ® B] =
[A] o [B] par définition aussi. On obtient donc [I', A] = [I'] e [A] < [A] o [B] = [A ® B] parce
que l'opération monoidale e est croissante. La relation > est donc close pour la régle [®g]. Pour
les autres régles, nous donnons les principaux arguments, sans les détails.
— les cas des axiomes [id], [1g] et [T g] sont triviaux, tout comme pour les régles [1] et [®Rg];
— la régle de coupure s’obtient par transitivité de <;
— pour implication linéaire [—or], on obtient [[', A, A — B = [A] o [I'] @ ([A] —o [B]) <
[A] e [A] o ([A] — [B]) < [A] o [B] = [A, B] <[CT;
— pour [—opg], il s’agit simplement de la propriété caractéristique du résidu —e, voir défini-
tion 2.3.5;
— pour [&}] par exemple, on obtient le calcul [I', A & B] = [I'] o ([A] A [B]) < [I] e [A4] =
[, 4] < [C];
— pour [&g], on obtient [I'] < A et [I'] < B donc [I'] < [A] A [B] =[A& BJ;
— pour [®1], on obtient [I', A®B] = [I']e([A]V[B]) = ([I']e[A])V([I'Te[B]) < [C]VIC] =
[c1;
— pour [®g], il suffit de voir que [A] < [A4] V [B] =[A @ B];
— enfin pour [Fz], il suffit que voir que [I',F] = [I'] o [F] = [I'] « L = _L, voir section 2.5
chapitre 2.
O

Cette preuve peut paraitre longue et fastidieuse (calculatoire) mais elle est en fait trés natu-
relle pour peu que ’on maitrise les régles du calcul dans une quantale. Le lecteur pourra noter que
les additifs @, &, F, T se traitent de la méme maniére que dans LI (voir section 3.2.1 chapitre 3.)

Nous venons donc de définir une interprétation sémantique valide de LLI. Toute formule
A (ou séquent I' = A) prouvable dans le systéme Gil est (sémantiquement) valide dans notre
interprétation, i.e. e < [A] (ou [I'] < [A]). Nous montrons maintenant la complétude de cette
sémantique.

4.2.2 Algébre de Lindenbaum et complétude

Le concept fondamental de la sémantique algébrique est la notion d’algébre de termes, ou
algébre de Lindenbaum [Ras 63]. L’idée consiste a se servir des formules (ou des contextes)
elles-mémes comme éléments sémantiques (ceux d'une quantale dans le cas de LLI) et leur donner
une structure algébrique. Ensuite on diagonalise, autrement dit, on interpréte les formules par
elles-mémes.
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Toutes les constructions qui fondent cette démarche ont été présentées au chapitre 2. On va
s’en servir largement ici. On utilise la notation IF pour ¢ puisque par définition, une formule
est valide si elle est prouvable dans le systéme Gil. On se permet un petit abus de notation :
IF est une relation sur Context x Form, mais en identifiant une formule A et le contexte (multi-
ensemble) {A}, on peut aussi la voir comme une relation sur Form x Form. On considére le triplet
(Form,®, ) ot ® est identifié!® & I'opération binaire (A, B) — A ® B définie sur I’ensemble
Form :

Proposition 4.2.2 Le triplet (Form, ®,IF) est un monoide préordonné ayant 1 comme élément
neutre, résidué par —, dans lequel A & B est une borne supérieure (resp. inférieure) de A et B
(resp. A& B.) F est un plus petit élément et T un plus grand élément.

Démonstration. On voit que IF est un préordre du fait des régles [id] et [cut], cette derniére
étant essentielle ici.*” Nous rappelons que A ~ B veut dire que I’on a a la fois Al- B et BIF A.
Il suffit ensuite de montrer les relations suivantes,

Associativité (A B)@ C~A® (B® ()
Commutativité AR B~B®A

Elément neutre 1A~ A

Résidu ARBIFC s AlFB—C
Borne sup. A B~AVB

Borne inf. A& B~ANANB

Plus petit élément FIFA
Plus grand élément AIFT

La preuve de ces propriétés est simple mais un peu fastidieuse. Elle nécessite 'utilisation de
la régle de coupure [cut]. Une remarque cependant : quand on écrit A @ B ~ AV B, il s’agit
d’une abréviation pour l'expression VC A@ BIFC' < (AlFC et BIFC) et de méme pour la borne
inférieure (voir section 2.2.1.) O

On peut donc choisir la plus grande prétopologie (-)° sur le monoide préordonné Form, c.f.
résultat 2.5.4, et obtenir, d’apres le résultat 2.5.6, une quantale (Form®, (- ® -)°, C). D’autre part
A {A}° = |[{A} = {F | FIF A} est une V-complétion. Dans cette quantale, I’élément neutre
est e = {1}° = {F | FI-1}. De plus, d’apres 2.5.7, toutes les opérations précitées sont préservées
par ce plongement. On définit l'interprétation suivante dans cette quantale, o(V) = {V}° = {F |
FIFV}. Alors on obtient le résultat suivant :

Lemme 4.2.3 Pour toute formule A, on a [A] = {A}° = {F € Form | FI- A}.

Démonstration. Par induction triviale puisque A — {A}° préserve toutes les opérations utili-
sées pour définir [-]. O

Proposition 4.2.4 (Complétude) La sémantique algébrique est compléte.

Démonstration. On considére la quantale précédente (Form, ®,IF)° munie de I'interprétation
o(V) = {V}°. Soit A une formule invalide ¥ A. Alors on a aussi 1 ¥ A (d’aprés la régle [11]) et
donc 1 ¢ {F | FIF A} =[A]. Or 1 € {F | F -1} = e d’apres la régle [id]. Ainsi nous avons un
contre-modeéle de A car e ¢ [A]. O

46 A priori, ® est juste un symbole. On lui associe naturellement une opération binaire.
“TNous verrons en section 4.4 que I'on peut s’affranchir de [cut] dans une sémantique plus générale, ce qui nous
donne aussi une preuve sémantique de ’élimination des coupures.
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N

Fi1G. 4.2 — La structure de treillis d’'une quantale.

4.2.3 Contre-exemples

On utilise maintenant le treillis décrit en figure 4.2. Sur ce treillis noté X, nous pouvons consi-
dérer la structure de quantale obtenue par complétion du monoide plat Z/3Z, voir section 2.5.3
chapitre 2. Si nous interprétons les formules de la maniére suivante, [A] £ 0, [B] £ 1 et [C] £ 2,
alors nous obtenons [A® (B& C)] =[A] V ([B]A[C]) =0V (1 A2) =0V L =0. Par contre,
on obtient [(A® B)& (A@ C)|]=TAT=T.Dou

[(AeB)& (Ae O)| £ [A® (B& O]

et nous avons donc un contre-exemple & la distributivité de @ par rapport a &.
Sur le méme treillis K, nous pouvons considérer la structure de quantale (I, V, <) (voir résul-
tat 2.5.1 en page 31) autrement dit, 'opération monoidale est la borne supérieure qui distribue

bien évidement sur elle-méme. Avec la méme interprétations des variables A, B et C, on obtient
[(A® B) & (A® C)] =T alors que [A® (B & C)] = 0 donc

[(A®B)& (AQC)]| £ [A® (B& O]

Nous avons 1a un contre-exemple a la distributivité de ® par rapport a &.

4.3 Sémantique des phases

On pourrait considérer que la sémantique des phases est la sémantique initiale de la logique
linéaire |Gir 87|, et qu’elle précede la sémantique algébrique. Cependant la sémantique algébrique
est une notion générique qui est valable pour presque toutes les logiques, & partir du moment
ot on a défini un systéme de régles, par exemple le calcul des séquents linéaire pour LLL. A la
lumiére des résultats de complétions et des rapports entre quantales et espaces de phases (voir
section 2.5,) on peut considérer que ces deux sémantiques ne représentent que deux maniéres
différentes d’aborder la méme notion.

4.3.1 Interprétation, complétude

Si (M, e, ()*) est un espace de phases, i.e. ()" est une cloture stable, alors (M*, (e )", C)
est une quantale et on peut donc utiliser 'interprétation définie dans la section précédente en
v instanciant les opérations algébriques qui ont été calculées en proposition 2.5.3 page 31. Soit
o : Var — M une interprétation des variables, on obtient I'interprétation suivante basée sur la
valuation V — o(V)* € M* :
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— [Sémantique des phases]

[Vl £o(V)"  [A—B] = [A] —[B]
[1] = e* [A® B] = ([A] « [B])"
[F] = 0~ [A® B] = ([A] U [B])"
[T] = M [A& B] = [A]n[B]

Cette sémantique est bien siir adéquate, étant un cas particulier de la sémantique algébrique,
c.f. proposition 4.2.1. Ainsi si I' IF A alors il vient [I'] C [A].

Proposition 4.3.1 (Complétude) Si A est invalide WA alors il existe un espace de phase
(M, e, (:)") et une valuation o : Var — M tels que e € [A], et a fortiori e* ¢ [A].

Démonstration. On peut faire une preuve directe suivant le méme schéma que la preuve de
complétude de la sémantique algébrique, en considérant le monoide quotient M/~ ou ~ est
I'équivalence du préordre |- et en utilisant la cloture stable (-)°. Une autre preuve consiste a
utiliser la complétude algébrique. Si on considére une quantale (Q, e, <) qui est un contre-modéle
de A alors (Q,e,(-)°) est un espace de phases et sa quantale (Q°,(-e-)°,C) est isomorphe
a Q par x — |a d'aprés le résultat 2.5.8. Il suffit de « transférer » linterprétation par cet
isomorphisme. O

4.3.2 Espace de phases quotient

On donne ici une condition suffisante pour pouvoir « passer au quotient » tout en préservant
les propriétés sémantiques. Nous rappelons la définition des espaces de phases quotient de la
section 2.4.2.

Définition 4.3.1 (Espace de phases quotient) Soit (M,e, (-)*) un espace de phase. Le qua-
druplet (Q,e,(-)°,|:]) est un quotient de M si (Q,e,(+)°) est un espace de phase et || : M—Q
est un morphisme de monoides surjectif — encore appelé projection. On suppose de plus que l'on
a Uégquivalence |z] € | X|° & x € X* pour tous x € M et X C M.

On rappelle que l'on a alors les équations |z ey| = |x] e |y] et |err| = eg. Par ailleurs, tout
élément ¢ de Q est de la forme ¢ = |m| pour au moins un élément m € M. On rappelle aussi
lidentité | X | = | X*]. La projection |-] s’étend extensionnellement en une fonction 7 : M*—Q°
définie par 7(X) = | X | dont on rappelle qu’elle est un morphisme de la quantale (M*, (- e -)*, C)
vers la quantale (Q°, (- e ), C) qui préserve la structure monoidale (et le résidu —e) ainsi que la
structure de treillis, d’aprés le lemme 2.4.4. On peut projeter une interprétation oy : Var - M
sur Q en posant og(V) = 7(om(V)). On note par [-] ,, 'interprétation définie dans M par oy
et par [-] , I'interprétation définie dans Q par og.

Proposition 4.3.2 Soit |-] : M — Q un quotient et orq une valuation dans M. Alors pour
toute formule A, on a Uégalité [A]o = 7([A] \,)-

Démonstration. Pour une variable V', on a

[Vlg = {oa(M)}* = {7(om(V)}* = {lom()]}* = Hom(V)} ] = 7(IVI )

Le reste de la preuve se fait par une induction immédiate dans la mesure ot 7 est un morphisme
qui préserve toutes les structures (monoidale, résidu, treillis complet) qui interviennent dans la
définition de [-]. O
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Ainsi, si M est un contre-modéle de A alors on a eprq &€ [A] , et par application du résultat
précédent, eg € [A]g- Il est important de noter que I'on ne perd pas les contre-modeles en
passant au quotient. Ceci va nous permettre de transformer un contre-modéle en contre-modéle
fini en section 4.4.9.

4.4 Sémantique des ressources

En logique intuitionniste — voir chapitre 3 — nous nous somimes intéressés au probléme de
la gestion des ressources dans la recherche de preuves. Les régles structurelles de contraction et
d’affaiblissement

T-B s A, AFB :
————— [affaiblissement] —————— [contraction)]
I'A+B I' A+ B
par exemple, autorisent la duplication ou 'oubli des hypothéses lors de la recherche de preuves.
Nous avons donc du rechercher une représentation particuliére de LI sous la forme du systéme
STRIP pour nous débarrasser du probléme de la duplication : la gestion des ressources reste
extérieure a la logique.

Les logiques sous-structurelles et LLI en particulier, essayent d’intégrer la gestion des res-
sources au sein méme de la logique, en identifiant les formules & des ressources. Dans LLI par
exemple, la duplication ou ’oubli d’hypothéses est invalide. Il parait donc naturel d’essayer de
fonder une interprétation de LLI sur la notion de ressource.

4.4.1 La notion de ressource

Nous retenons deux aspects importants de la notion de ressource. Tout
d’abord 'axiome [id] exprime I'idée que I'hypothése X vue comme une ressource X - X
doit absolument étre consommeée pour produire la conclusion X. Les ressources
peuvent donc étre comptées pour produire quelque chose. Dans cette interprétation, une res-
source peut étre identifiée avec I’ensemble des objets qu’elle peut produire. Cette approche qui est
reprise dans la sémantique a base de réseaux de Petri de Winskel et Engberg — voir section 4.6 —
ne conduit malheureusement pas a une sémantique compléte de LLI.

[id]

Un autre aspect important est reflété par la régle [® ] qui exprime
le fait que si I'on peut produire A & partir des ressources I' et B a
partir des ressources A alors on peut produire la combinaison des
deux (A ® B) a partir de la « somme » I, A des ressources. Cette régle met en avant la notion
de partage. L’opération de composition des ressources ne sert pas seulement & les compter mais
aussi & partager les ressources entre différents contextes.

T4 AFB
IAFA®B

(®r]

Dans le cadre de la logique Bl qui mélange la logique intuitionniste et le fragment multiplicatif
de la logique intuitionniste linéaire, une sémantique de Kripke avec partage des ressources a été
proposée [O’H 99]. Dans notre étude, nous proposons également une sémantique qui prend en
compte a la fois la notion production (& partir de ressources) et celle de partage et de composition
des ressources. Cependant, notre approche est fondée sur la construction d’un modéle algébrique
de LLI. En choisissant la plus grande cléture stable — voir section 4.4.3 — nous proposons une
interprétation qui conduit & des démonstrations trés « naturelles » des résultats fondamentaux
de complétude, d’élimination des coupures et de propriété des modéles finis.
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4.4.2 Définitions

Nous introduisons un ensemble de ressources M et un ensemble de produits P. Les ressources
peuvent étre composées (ou superposées) par une opération binaire notée e et il existe une
ressource vide notée e. Les ressources et les produits peuvent étre comparés par une relation >.
Par exemple, on peut voir les éléments de M comme des sommes d’argent que ’on compose en les
additionnant. Les produits eux ne peuvent pas étre composés. Par exemple, on peut considérer
que ce sont des fruits ou des friandises. Et la relation m > p exprime le fait qu’a partir d’une
ressource m € M il est possible de produire p € P. Par exemple, avec 10frs il est possible
d’acheter un melon.*® Mais avec les mémes 10 frs il est aussi possible d’acheter 100 g de bonbons
a la fraise. La composition d’un melon et de 100g de bonbons n’est pas définie. Les produits
permettent donc juste de comparer les ressources par l'intermédiaire de la relation >.

Définition 4.4.1 (Espace de ressources) Le quadruplet (M, P, e, >) est un espace de res-
sources si (M,e) est un monoide dont les éléments sont appelés des ressources, P est un
ensemble de produits et > C M x P est une relation binaire. On précise que l'espace est dit fing
st l'ensemble M est fini.

Pour tout produit p € P, nous définissons la section M, C M par M, = {m | m » p}.
On voit que cette définition est trés proche de celle d'une section initiale — on aurait M, = |p,
mis & part que < a été remplacé par >, voir chapitre 2. La famille des sections (M,),cp est
appelée famille des faits de base. Par exemple, si p est une pomme alors M), est ’ensemble
des sommes qui permettent d’acheter une pomme.

4.4.3 Plus grande cloture stable

Nous définissons?® I'opérateur (-)” sur P(M) de la maniére suivante :
X £{zeM|VYm,p(meX >p=mez>p)} (4.2)

Que signifie cette définition? Nous verrons dans quelques instants que ()7 est un opérateur
de cléture. Ainsi la ressource z se trouve la cléture de X si dans n’importe quel contexte de
ressources me () tout produit engendré par toutes les ressources de X 'est aussi par la ressource
x.

Théoréme 4.4.1 (-)” est la plus grande cléture stable sur (M, o) pour laquelle les faits de base
M,, sont clos.

Démonstration. Vérifions d’abord que (-)” est une cloture. Il est clair que X C X™. Il est aussi
clair que si X C Y alors X~ C Y. Il reste donc & vérifier X>~ C X”. Soit z € X7, il s’agit de
montrer que z € X”. Soit m € M et p € P tels que m e X > p. Or par définition de (-)”, il vient
m e X” > p. Donc comme z € X, il vient m e z > p. (-)” est donc une cloture.

Montrons maintenant que cette cloture est stable. Il s’agit de montrer X ¢ Y™ C (X @ Y)”
pour X et Y sous-ensembles de M. Soit x € X et y € Y. Montrons que z ey € (X o Y)”. Soit
donc m et p tels que me (X oY) > p. On a donc a fortiori me (xreY) > p puisque reY C X oY
D’ou par associativité, (m e z) @ Y > p. En considérant m e z et p, comme y € Y, on en déduit

48Uniquement en saison.

“®Dans cette définition, il est implicite que la variable m prend ses valeurs dans M et la variable p dans P.
Nous ne ’avons pas écrit et nous le ferons pas non plus par la suite pour ne pas alourdir les notations, lorsque les
ensembles M et P seront des structures aux noms longs et complexes.
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(m e ) e y > p puis finalement m e (zey) > p. Donc zey € (X oY) La cloture (-)” est donc
stable.
Enfin, on pourra constater que m e X > p < X C {m} —e M, et par conséquent

X*:ﬂ{{m}—o./\/lp|m6/\/l,p673etX§{m}—oMp} (4.3)

Ainsi si (-)* est une autre cloture stable pour laquelle les M, sont clos, alors d’apreés la pro-
priété 2.4.2 en page 29, les {m} —e M, sont (-)*-clos également. Et donc X* = ({Y* | X C
Y*} CN{{m}—-eM,| X C{m}—eM,} =X". Donc (-)” est bien la plus grande cloture stable
telle que les M,, soient (-)"-clos. O

Une remarque importante que I'on peut faire a propos de 1’équation (4.3) est que I'opérateur
()" ne dépend que de I'ensemble des sections {M,, | p € P} de ». Nous avons choisi une relation
plutét qu'un ensemble de faits de base par souci de cohérence avec la section sur la complétion
des monoides ordonnés 2.5. En fait, le résultat précédent généralise le théoréme 2.5.4.

Comme nous 'avons mentionné en section 4.3, & partir d’un espace de phases, il est possible de
fabriquer une quantale, et donc de donner un interprétation aux formules de LLI. Mais donnons
tout d’abord quelques exemples.

4.4.4 Exemples

Nous présentons deux exemples d’espaces de ressources et leur quantale associée. Sur les
figures suivantes, la structure de treillis a été représentée. On considére M 2 Z/37 = {0,1,2}
le groupe cyclique d’ordre trois. Nous représentons la relation > par ses sections qui sont grisées.
Dans le premier cas, nous avons trois sections, {0}, {1} et {2} et nous obtenons la quantale
suivante, qui est la méme que celle obtenue par (-)°-complétion du monoide plat :

>4

\]

®@ ® ® !

<

Dans le second exemple, nous avons deux sections {0,1} et {1,2}. Nous obtenons la méme
quantale que celle obtenue par |(-)-complétion du monoide plat :

Si on considére un espace de phases (M, e, (-)*) avec la relation € d’appartenance entre
éléments de M et parties closes dans M*, on obtient un espace de ressources (M, M* o, €). On
peut alors vérifier que I'on a lidentité (-)€ = (-)* et donc la quantale obtenue est la méme dans
les deux cas. Ceci décrit une correspondance entre espaces de phases et espaces de ressources.

Si on considére enfin un monoide préordonné (M, e, <), nous pouvons définir ’espace de res-
sources (M, M, e, <). Nous obtenons alors Iidentité (-)S = (-)°. Voici donc une correspondance
entre la sémantique des ressources et la sémantique des monoides préordonnés que nous décrirons
en section 4.5.
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4.4.5 Interprétation

Etant donné un espace de ressources (M, P, e, >), on considére ’espace de phases (M, e, (-)7)
et la quantale (M”,(-e-)",C) associés. On peut interpréter les formules de LLI dans cette
quantale. Soit o : Var — P une valuation alors en considérant la valuation V' +— M,y dans M,
on obtient 'interprétation suivante, qui ne fait qu’expliciter la sémantique des phases sur notre
cas particulier (M, e, (-)7) :

— [Sémantique des ressources|]

[V] £ {m|m>o(V)} [A— B]
[T] & M [A& B]
[F] £ {z | Ym,p mex > p}
[1] & {z | ¥m,p (m>p=mex>p)}
[A® B] = {z | Vm,p (me[A] e [B] »p=meux>p)}
[A® B] = {z |Vm,p (me[A] » pand me [B] > p=mex>p)}

[A] — [B]
[Aln[B]

> 11>

> [>

De maniére informelle, une ressource x peut produire A ® B (i.e. z € [A ® B] si dans
tout contexte m e (-) de ressources, x peut engendrer chaque produit p qui peut ’étre par une
composition d’une ressource de [A] et d’une ressource de [B]. Dans le cas de A® B, on n’obtient
pas une composition mais un choix, soit une ressource de [A], soit une de [B]. Les ressources de
[F] sont celles qui peuvent produire n’importe quoi dans n’importe quel contexte, comme une
somme infinie d’argent par exemple.

Théoréme 4.4.2 (Adéquation) SiT'I- A alors [I'] C [A].

Ce résultat découle immeédiatement de 'adéquation de la sémantique des phases bien sir,
puisque la sémantique des ressources en est un cas particulier. La réciproque est vraie également :
la. sémantique des phases est un cas particulier de la sémantique des ressources et en voici
I’explication.

Soit (M, e, (-)*) un espace de phases, (1) est donc une cloture stable. Alors nous pouvons
considérer 1'espace de ressources (M, M*, e, €) ol € représente 'appartenance ensembliste entre
un élément de M et une partie (-)*-close de M. Dans cet espace de ressources, les sections sont
exactement les parties (-)*-closes. Il est alors facile de vérifier que 'on a X* = X€. Et donc
les deux structures définissent la méme interprétation. Ceci peut nous permettre d’obtenir un
résultat de complétude pour la sémantique des ressources mais en fait nous en donnons une
preuve directe.

4.4.6 Quand les ressources sont des contextes

Nous étudions maintenant un espace de ressources particulier, c’est-a-dire ’espace syntaxique
ou les ressources sont des contextes I', les produits, des formules A et la relation de production
> est une relation close pour les régles de LLI exceptée la régle de coupure [cut], systéme que
I'on note Gilse. Ainsi on pourra par exemple considérer » £ b, c’est-a-dire la prouvabilité sans
la régle de coupure, comme cas particulier de >. Le choix » £ IF(= Fg;j) conviendra également.

Fixons tout d’abord quelques notations. On pose donc M = Context. Vus comme des multi-
ensembles de formules, nous aurions pu écrire I' + A pour dénoter la combinaison des contextes
I' et A. Mais cette derniére notation peut porter & confusion avec la conjonction additive .
Vus comme des parties gauches de séquents, nous aurions plutot écrit I', A. Mais cette derniére
notation est trés ambigué hors d’un séquent car la virgule sert aussi dans le discours. Nous écrirons
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donc I'e A pour la composition des contextes. Et I’élément neutre sera noté e. Il existe aussi une
ambiguité lorsque l'on écrit {A} pour une formule logique A. S’agit-il d’un singleton contenant
une formule, ou alors contenant un contexte, ou alors s’agit-il d’un contexte qui contient juste
la formule A. Pour lever cette ambiguité, nous définissons la fonction identité®® |-| : Context —
Context. Ainsi, quand nous écrivons |A], il s’agit d’'un multi-ensemble constitué d’une unique
formule A. L’ambiguité est en fait levée par le type. |Aj,..., A, ] est donc un contexte (multi-
ensemble) de formules qui en contient n.

Soit > C Context x Form une relation binaire entre contextes et formules, comme par exemple

IF-.

Définition 4.4.2 (Espace de ressources syntaxique) Un espace de ressources syntax-
ique est un espace de ressources de la forme (Context, Form, e >) ot > est une relation close
pour les régles de Gilgc.

Soit (Context, Form, e, >) un espace de ressource syntaxique. Nous pouvons naturellement
considérer les sections Contexty = {I' | T" > A} dans cet espace de ressources. Afin de ne pas
alourdir les notations nous écrirons A £ Contexts de maniére provisoire. Les régles de Gils
peuvent maintenant se réécrire sous une forme sémantique :

Proposition 4.4.3 La relation > est close pour les régles de Gilse si et seulement si elle vérifie
les propriétés suivantes, pour toutes formules A et B :

| i [ [AJe4
[1L] LlJ €e [13] ecl

[Fr] | [F] €0~ [Tgr] | Context C T

®1] | [A® B] € |A,B]” ®r] | AeBCA®B

L) | lA® B] e{|A],|B]}Y || oyl | AUBCAeB
&%) | lA& B] € [A]" N |B)" || [&r] | ANBC A& B
[~r] | |[A—~BJeA—|B]” ||[-<n]|{lA]} eBCA—oB

Démonstration. Chaque relation du tableau correspond exactement & une régle d’inférence,
celle qui est notée a sa gauche. En fait, il n’y a pas grand chose & prouver. 1l suffit de prendre
les régles une & une et de vérifier qu’il ne s’agit que d’une réécriture de la régle sous une forme
sémantique.

Considérons par exemple la régle [id]. |A] € A signifie |A] » A ce qui veut encore dire que
> est close pour la régle [id]. Soit maintenant la régle [®7]. On réécrit |[A ® B] € |A, B en
vI,C (|[I,A,B| » C = |[I'; A® B] » C) ce qui signifie exactement que > est close pour [®r].
Enfin prenons le cas de [®g]. Dans ce cas, Ae B C A® B se réécrit

VLA ([T > Aet |[A]>»B)=|T',A] » A® B
ce qui veut précisément dire que > est close pour [®y]. O

Chacune des équations précédentes est 'exacte traduction sémantique du fait que la relation
> est close pour la régle d’inférence correspondant a cette équation. Cependant, elles apparaissent
en premier lieu comme nécessaires au bon déroulement de la démonstration du lemme qui va

50Le lecteur pourra trouver surprenant d’introduire cette fonction mais nous signalons que nous serons amenés
a changer le sens de || par la suite, en le transformant en une projection — voir section 4.4.9. Cette notation a
déja été utilisée en section 4.3.2.
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suivre. Ce n’est que par la suite que nous nous sommes rendu compte de la correspondance
avec les régles d’inférences. Ceci nous suggére que cette sémantique des ressources est la duale
naturelle de la formulation de Gilse sous forme de calcul des séquents.

Nous pouvons considérer la sémantique des ressources dans ’espace syntaxique de ressources
(Context, Form, e, >), et la valuation o(V) = V &€ Form qui diagonalise, ¢’est-a-dire qui interpréte
une formule par elle-méme. Okada dans [Oka 99, Oka | a introduit cette technique de preuve
adaptant de maniére naturelle une méthode issue de la sémantique algébrique.

Lemme 4.4.4 Pour toute formule C, on a la double relation |C| € [C] C C(= Contextc).

Démonstration. La preuve se fait par induction structurelle sur C, en utilisant les relations
que nous venons de présenter dans la proposition 4.4.3. Le cas de base se présente lorsque C' est
une formule atomique, c¢’est-a-dire une variable ou bien une constante :

Si C = X alors [X] ={T| |T'] > o(X)} = X. D’autre part, d’apres [id],ona | X | € X = [X];

Si C =1 alors [C] = ¢ et donc d’aprés [1z], on a |[1| € [1]. Réciproquement, d’apres [1g],
e € 1, et donc, 1 étant une section, elle est () -close d’aprés le résultat 4.4.1, et ainsi
[ll=e C1;

Si C =T alors [T] = T = Context d’aprés [Tg|;

Si C = F alors [F] = 0~ C F parce que (0" est la plus petite partie close, et |F| € [F] d’aprées
[Frl;

Si C = A® B alors [A® B] = ([A] ¢ [B])”. Or d’aprés [®g] et par hypotheése d’induction, on
a[A]e[B] C Ae B C A® B. Cette derniére section étant () -close, on a donc [A® B] =
([A] e [B])” € A® B. D’autre part, | A, B] € [A] ¢ [B] par hypothése d’induction et donc
[A® B| € [A,B]” C ([A] ¢ [B])” = [A® BJ;

SiC=A@Balors [A® B] = ([AJU[B])” C(AUB) C (A®B) = A® B d’apres [@5”)].
Par ailleurs |A @ B| € {|A], |B]}” C ([A]JU[B])” = [A & B] par [&L].

Si C = A& Balors [A&B] =[A]N[B] C AnB C A& B par [&g]. D’autre part, |A& B €
A" 0 [B]” C [A] N [B] par [&;?] et le fait que [A] et [B] sont deux parties (-) -closes
et donc, & 'aide de ’hypothése d’induction, on a aussi |A]™ C [A] et |B|” C [B].

SiC=A-—oBalors [A— B]=[A] - [B] C{|A]} - B C A— B par [—og]. On se sert ici
des hypothéses |A| € [A] et [B] C B. D’autre part, |[A—B| € A—e|B|” C [A] —[B] =
[A — B] par [—g]. On utilise ici des hypotheéses [A] C A et |B]| € [B].

O

Le lecteur averti aura pu remarquer que dans le cas de 'implication linéaire, on « croise »
l'utilisation des hypothéses d’induction par contra-variance de cet opérateur en son premier
argument. Une autre remarque importante est que 1’on ne prouve pas [C] = C comme c’est le
cas dans le résultat 4.2.3. Nous pourrions le dériver ici mais nous aurions besoin de la régle de
coupure [cut] qui force les ressources et les produits & partager la méme structure monoidale.
Le résultat précédent |C| € [C] C C est plus faible en apparence, mais est obtenu avec une
hypothése en moins —la cloture de la relation > par rapport a la régle de coupure [cut] — et nous
allons montrer qu’il suffit pour obtenir la complétude. On obtient méme encore beaucoup mieux
que cela, une preuve sémantique de I’élimination des coupures et avec quelques manipulations
supplémentaires, la propriété des modéles finis.
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4.4.7 Complétude et élimination des coupures

De plus, le lemme 4.4.4 nous permet de prouver trés simplement la complétude de la sé-
mantique des ressources, ’espace de ressources syntaxique étant un contre-modéle de toutes les
formules invalides.

Théoréme 4.4.5 (Complétude) Si A est une formule invalide ¥ A alors pour linterprétation
définie dans l'espace syntazique des ressources (Context, Form, e IF) par la valuation V — V, on
a [0] & [A]. Par conséquent, nous avons un contre-modéle de A.

Démonstration. On a donc choisi d’'instancier > = I, ce qui est possible puisque I~ est close
pour toutes les régles de Gil, y compris [cut], ce qui n’est pas utile dans notre cas. Donc si A
est invalide, cela signifie |()] ¥ A et par conséquent, [@] € A. Or comme [A] C A, on a aussi

0] ¢ [A]. N

Ce qui est trés « séduisant, » dans cette preuve c’est que 'on obtient I’élimination des cou-
pures simplement en remplacant IF par F¢ dans la preuve précédente, Fs. étant la plus petite
relation close pour les régles de Gilgc.

Théoréme 4.4.6 (Elimination des coupures) Siune formule A est prouvable dans LLI alors
elle Uest aussi dans Gilgc.

Démonstration. On instancie ici par > par Fs. Soit A une formule valide, supposons que
Fs A, autrement dit A n’est pas prouvable dans Gilse. Si on considére 'espace de ressources
(Context, Form, e, ), on a donc || ¢ [A] pour la méme raison que précédemment, ce qui nous
donne un contre-modéle de A. Ceci est en contradiction avec la validité de A. Par 'absurde, A
est donc forcément prouvable dans Gilgc. O

A notre connaissance, les premiers travaux faisant mention du remplacement de la condition
[C] = C par la condition plus faible [C'] € [C] C C sont dus a Okada [Oka 99]; le but étant
d’obtenir une preuve sémantique de I’élimination des coupures pour la logique classique linéaire,
preuve qu’il généralise d’ailleurs & l'ordre supérieur. La dissymétrie du cas intuitionniste que ’on
retrouve dans la distinction ressources/produits n’est abordée que plus tard, dans le cadre de la
sémantique des phases [Oka |. De plus, une forme particuliére d’arbres de réfutation est utilisée
pour construire des espaces de phases finis par un passage au quotient implicite.

Nous allons montrer que nous pouvons adapter le passage au quotient aux espaces de res-
sources syntaxique de maniére & en extraire des contre-modéles finis.

4.4.8 Espace de ressources quotient

Etant donné un espace de ressources (M, P, ,>) nous avons vu qiie Nous pouvons construire
un espace de phases (M, e, C) et définir une interprétation a partir de celui-ci. Mais nous avons
aussi vu comment passer au quotient dans un espace de phases, c.f. section 2.4.2. Nous montrons
maintenant comment combiner ces deux résultats.

Définition 4.4.3 (Espace de ressources quotient) Soit (M, P, e, >) un espace de ressources
et (Q, ®) un monoide quotient ayant |-| : M — Q pour projection. Le triplet (Q, e, |-]) est appelé
quotient de M si on aVp e P, z>p<y»>p si|z] = |y].
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Etant donné un quotient (Q, e, |-]) de M, on définit une relation > C Q x P par I’équivalence
|z| > p < x> p. Cette définition est valide a cause de la propriété Vp € P, x » p < y > p. On
en déduit immédiatement les sections de Q. Pour tout p € P, on a Q, = [M,].

Théoréme 4.4.7 Soit (M, P,e,>) un espace de ressources et (Q, e, |-|) un quotient M. Alors
(Q,P,e,1>) est un espace de ressources et son espace de phases ( .o, (1)) est un quotient de
(M, e, (-)) par la projection |-|, autrement dit, on a Uéquivalence |x| € | X|® &z € X,

Démonstration. Il est clair que © muni de la relation > est un espace de ressources. D’autre
part |-| est un morphisme de monoide surjectif par hypothése. Il s’agit donc de vérifier I’équiva-
lence |z] € | X|Pe2zec X  pourz e Met X C M :

2] € [X]®” & Vge QVp, qe | X|>p=qe|z|>p
S Vme M,Vp, Im]e|X|>p=|m|e|x|>p
< Vm,p, meX|>p=|mezx|>p
SVm,p, meX >p=mexr>p
sSxe X

O

Ainsi, nous pouvons aussi passer au quotient dans les espaces de ressources a condition que
ce quotient respecte la relation >, c¢’est-a-dire vérifie la condition Vp € P, = > p & y > p pour
des éléments x et y identifiés par le quotient, i.e. |x| = |y]. Si o : Var — M est une valuation
dans M alors ¢’ : Var — Q définie par o/(V) = |[o(V)] est une valuation dans Q, et pour
les interprétations [-] et [-]" correspondantes, on a la relation [A]" = |[A]] par application du
résultat 4.3.2.

4.4.9 Quotient par un arbre de réfutation

Dans cette section, nous considérons un arbre de réfutation R fixé pour le systéme Gilsc.
Comme Gilgc est un systéme analytique — voir section 4.1,— cet arbre de réfutation est fini.
Ceci n’est qu’un rappel des résultats 1.5. Nous commencons par définir un monoide quotient de
(Context, ®) ol tous les contextes qui n’apparaissent pas comme sous-contextes des index®! de
R sont identifiés, c’est-a-dire appartiennent & la méme classe d’équivalence, ce qui fait que ce
monoide quotient est fini. Il est alors possible de construire un espace de ressources fini sur la
base de ce monoide quotient et d’un déduire un (contre-)modéle fini.

Soit donc un arbre de réfutation (fini car on est dans Gilse) noté R. Si I' F A est un séquent,
on notera I' - A € R pour exprimer le fait que ce séquent est 'index de I'un des nceuds de R.
On choisit une variable logique arbitraire Y qui n’apparait pas dans R et on note II le contexte
qui ne contient que la formule logique Y, i.e. I £ {Y'}. On définit alors

Contextr = {I' | 3%, A tel que ¥, T+ A € R}
M = Contextg U {II}

Alors, comme R est un arbre fini, il contient un nombre fini de sous-contextes —ceux de
Contextr — et par conséquent M est un ensemble fini. Nous faisons remarquer au lecteur que M

’1Nous rappelons que les nceuds de R sont indexés par des séquents
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n’est qu’'une représentation particuliére du monoide quotient précité, ot tous les contextes exté-
rieurs & R sont identifiés avec IT, puisqu’il est clair que II ¢ Contextr. La projection canonique
du quotient [-] : Context — M est définie par :

|2 I'if I' € Contextr
1 II otherwise

Cette projection permet de transporter la structure monoidale de Context sur M par la relation
|| e |A] £ |T, A qui définit une opération monoidale e sur M. Cette définition est valide car
si|I'] =M ou |A|=T1Ialors [I'y)A| =1L

Proposition 4.4.8 (M, e, |-|) est un quotient fini du monoide des contextes (Context,e).

On considére la relation » C Context x Form définie par I' > A & I'H A ¢ R, on aurait pu
noter » 2 (-) ¢ R. D’aprés le résultat 1.4.1 de la section 1.4, la relation > est close pour les régles
de Gilse. Donc (Context, Form, e, >) est un espace de ressources syntaxique.

Proposition 4.4.9 Le triplet (M, e, |-|) est un quotient fini de l’espace de ressources syntaxique
(Context, Form, e, >).

Démonstration. D’apres la définition 4.4.3, il s’agit de montrer que si |[I'| = |A] alors pour
toute formule A, ' » A < A > A. Cette condition se réécrit I'-A € R < AF A ¢ R.5? Deux
cas se présentent, soit |[I'] = |A] = II, soit I' = A, ceci par définition de [-]. Dans le premier
cas, ni I' ni A ne sont dans Contextg. Dans ce cas nous avons donc ' A € R et AFAETR.
L’équivalence est acquise. Dans 'autre cas, on a I' = A et ’équivalence est triviale. O

4.4.10 Propriété des modéles finis

L’espace des ressources syntaxiques (Context, Form, e, >) constitue un contre-modéle de toutes
les formules invalides mais ce contre-modéle est infini. En passant au quotient par un arbre de
réfutation, on obtient un contre-modéle fini de tous les séquents qui sont des index dans cet arbre
de réfutation. Tous les ingrédients sont réunis pour prouver la propriété des modéles finis.

Théoréme 4.4.10 (Propriété des modéles finis) Si A est une formule invalide WA alors il
existe un espace de ressources fini qui est un contre-modéle de A.

Démonstration. Soit R un arbre de réfutation dans Gilge du séquent A qui est a fortiori
invalide dans Gils..?> Comme Gilsc est un systéme analytique, R est fini — voir la section 1.5.1
théoréme 1.5.2 pour une justification de I'existence du caractére fini de R. On considére alors
Pespace de ressources syntaxique (Context, Form, e, >) défini dans la section précédente ou » =
(1) € R. On interpréte alors les variables logiques suivant (V') = V. D’aprés le résultat 4.4.4, on
obtient [A] C Context4. On considére alors I’espace de ressources quotient M = Contextr U {II}
de la section précédente. Son espace des phases (M, e, (-)D) est alors un espace quotient de
l'espace (Context, e, (-)”) d’aprés le résultat 4.4.7. Donc on peut calculer l'interprétation [A]’
de A dans cet espace M. D’aprés le résultat 4.3.2, on obtient [A]" = [[A]]. Ainsi [A] C
|Contexts | = M4. Comme )A€ Ret [0 =0, onald ¥ Adoud g Ma. Dot enfin, () ¢ [A].
L’espace des ressources quotient est un contre-modéle fini de A. O

20n se rend compte ici qu’on ne peut pas quotienter n’importe comment et que le choix de la relation (VER
est judicieux.

530n n’a pas besoin d’utiliser ’élimination des coupures ici, autrement dit, si une formule n’est pas prouvable
dans Gil, elle ne ’est pas non plus dans Gilsc.
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4.4.11 Construction de contre-modéles : un exemple

Dans cette section nous développons la construction d’un contre-modéle au séquent X, Y+ X
sous la forme d’un espace de ressources. La simplicité du séquent permet de limiter la taille du
contre-modéle au raisonnable.

Le séquent X,Y F X est un séquent atomique. Aucune régle ne peut lui étre appliquée. Il
constitue a lui tout seul un arbre de réfutation appelé R. Nous décrivons ’espace de ressources
(M, P,e,>) ot M est le monoide quotient des sous-contextes de R et P £ {X} I'ensemble
des sections.?® D’autre part, on rappelle que > est défini par » £ (-) € R. Nous avons quatre
sous-contextes, ) noté 0, X noté 1, Y noté 2 et X,Y noté 3.

X

vrai

vral
vral
faux
vral

0
M = Contextr U {IT} X
{0,1,2,3,11} Y

XY

)

HHEAeHad

Hw o~ oo
H H 5 w o
HH 33 ww
Hw o = oY

Hwo =R ole

Calculons maintenant la quantale des parties ()" -closes. D’aprés 'équation (4.3), cette quantale
est constituée des intersections quelconques des parties de la forme {m} — M, out m € M et
p € P. Or on constate que Mx = {0,1,2,II} et :

{0} e Mx ={0,1,2, 11} = M —{3}
(1} —e My = {0,131} = M — {2}
{2}_.MX = {0727371_[} =M- {1}
(3} —e My = {1,2,3,T1} = M — {0}
{II} -« Mx = {0,1,2,3,11} = M

En effet, on a par exemple {1} e My ={T'e M | I'XFX R} ={Te M |T'el #3} =
{0,1,3,II}. On en déduit la quantale M™ = {K | Il € K C M}. Enfin, nous pouvons calculer
I'interprétation sémantique du séquent X, Y F X dans cette quantale : [X] = Mx = {0, 1, 2,11},
Y] = Met [X,Y] = ([X] e [Y])” = M. Par conséquent on constate que [X,Y] ¢ [X] car
3 ¢ [X]. Nous avons donc bien un contre-modeéle du séquent X, Y F X

Une technique de construction de contre-modéle similaire est décrite dans [Oka |. La notion
d’OR-tree qui y est utilisée correspond & la notion de réfutation particularisée & LLI. Les contre-
modeéles obtenus sont sous la forme d’espaces de phases.

Nous disposons donc d’un algorithme de construction de contre-modéles lorsque 1’on posséde
un arbre de réfutation, arbre qui peut étre obtenu pour toute formule (ou séquent) invalide
par application de 'algorithme de construction de réfutation de la section 1.5.1 chapitre 1. On
pourrait donc penser que l’on a résolu la question de la génération automatique de contre-modéles.
Il n’en est rien. Comme nous ’avons vu pour la logique intuitionniste, une réfutation est un objet
certes fini, mais trés lourd a manipuler. Dans le cas de LI, les modeéles de Kripke permettent
une réduction substancielle de la taille des objets & manipuler. Dans le cas de LLI, les espaces
de ressources obtenus & partir de réfutations sont encore plus grands que les réfutations elles-
meémes. Dans I’exemple précédent, la réfutation est un arbre de taille 1 et la quantale engendrée
par Lespace de ressources de taille 16 = 2°~!. Bien str il existe des contre-modéles bien plus
petits pour le séquent X,Y F X.

Les autres sections M4 ot A est une formule différente de la variable X sont toutes égales & M car X est la
seule formule qui apparait comme conclusion dans la réfutation.
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La meécanisation de la procédure passe par la recherche de contre-modéles ayant des re-
présentations plus compactes. Ceci constitue une motivation importante pour I’étude d’autres
sémantiques comme par exemple la sémantique des monoides ordonnés — c.f. section 4.5— ou
la sémantique & base de réseaux de Petri —c.f. section 4.6.

4.4.12 Application aux sémantiques précédentes

Nous avons vu que la sémantique des ressources est fondée sur la sémantique des phases et la
construction de l’espace des phases (M, e, (-)7). De méme, la sémantique des phases est fondée
sur la sémantique algébrique et la construction de la quantale (M, (-e )", C).

La sémantique des phases a donc hérité son adéquation de celle de la sémantique algébrique,
que nous avons prouvée en détails en section 4.2.1. De méme, la sémantique des ressources hérite
son adéquation de celle de la sémantique des phases. Réciproquement, la propriété des modéles
finis est transmise & la sémantique des phases, puis & la sémantique algébrique.

Théoréme 4.4.11 (Propriété des modéles finis) La sémantique algébrique et la sémantique
des phases ont toutes les deur la propriété des modéles finis.

Démonstration. Dans la preuve de la propriété des modéles finis pour la sémantique des res-
sources 4.4.10, on construit un espace des phases quotient (M, e, (-)%) qui est un contre-modéle
fini de A. La quantale correspondante (M™, (- @ -)¥ C) est aussi finie et est également un contre-
modéle de A. O

4.4.13 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté une nouvelle sémantique de LLI basée sur la notion
de ressource. Nous montrons comment il est possible de transformer un espace de ressources en
modéle algébrique (quantale) par le biais de la plus grande cloture stable qui préserve les sections,
ce qui prouve 'adéquation de cette nouvelle interprétation.

La sémantique des ressources est naturellement adaptée aux preuves de complétude, d’élimi-
nation des coupures et de la propriété des modéles finis. Cette derniére démonstration se fonde
sur un algorithme de construction de réfutations, issu de la recherche de preuves. Nous montrons
comment une réfutation permet de quotienter ’espace de ressources syntaxique des contextes —
qui est infini,— pour en faire un contre-modéle fini. Nous en déduisons la propriété des modeéles
finis et une procédure qui permet de construire un contre-modeéle (fini) de n’importe quel formule
(ou séquent) invalide. Enfin, nous montrons comment la sémantique algébrique et la sémantique
des phases « héritent » de la propriété des modéles finis.

Cependant, la procédure de construction de contre-modéles & partir d’une réfutation engendre
des objets de taille importante. Il ne parait pas envisageable de 1'utiliser telle qu’elle en dehors
d’un cadre théorique, c’est-a-dire d’en faire un programme qui construit effectivement des contre-
modeles. Il parait nécessaire de trouver des représentations plus compactes et les algorithmes de
construction directs correspondant, comme cela a été fait pour LI avec les arbres de Kripke, voir
section 3.4.4 chapitre 3. Dans les sections suivantes nous présentons d’autres sémantiques pour
LLI & partir desquelles la construction effective de contre-modeéles pourrait étre plus praticable.

4.5 Sémantique des monoides préordonnés

Nous introduisons maintenant une autre interprétation des formules et séquents de LLI basée
sur la notion de monoide ordonné. Au départ, cette sémantique nous est apparue comme une
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abstraction naturelle de la sémantique & base de réseaux de Petri, voir les travaux de Wins-
kel [Eng 97| et la section 4.6. En effet, lorsque l'on oublie ’aspect opérationnel — c’est-a-dire
Pordre dans lequel s’effectue les transitions— un réseau de Petri n’est rien d’autre qu’un mo-
noide ordonné.

On peut aussi voir un monoide ordonné comme une étape intermédiaire vers la construction
d’une quantale, c’est-a-dire une quantale partiellement spécifiée. Ceci peut laisser plus de liberté
sur la construction d’un contre-modéle tout en conservant la complétude, comme nous allons le
voir.

4.5.1 Choix d’une prétopologie

On considére un monoide préordonné (M,e, <) et une prétopologie (-)* sur M, c’est-a-
dire une cléture a la fois compatible et stable, voir section 2.5.2 chapitre 2.. Alors d’aprés la
proposition 2.5.6, le triplet (M*, (- @ -)*, C) forme une quantale et par conséquent, il est possible
d’interpréter les formules de LLI dans M*. Si on se donne une valuation ¢ : Var — M alors on
obtient les mémes équations que pour la sémantique des phases, voir en section 4.3.1, page 79.

Cette sémantique est bien évidemment adéquate comme cas particulier de — au choix— la
sémantique algébrique ou la sémantique des phases. L'interprétation [F'] est donc une partie de
M calculée dans la quantale M*.

Proposition 4.5.1 Pour toute formule F', [F] est une partie (-)*-close de M, et donc aussi une
partie | (-)-close.

Il existe deux prétopologies particuliéres sur M, la plus petite |(-) et la plus grande (-)°. Le
choix de "une d’elles nous donne une sémantique & base de monoides préordonnés.

Proposition 4.5.2 La sémantique correspondant au choiz de |(-) est incompléte pour LLI. En
particulier, nous avons Uidentité [A& (B@C)] = [(A& B)® (A& C)] dans cette interprétation.

Démonstration. Les deux formules A& (B®C) et (A& B) @ (A& C) ne sont pas équivalentes
dans LLI; on peut par exemple construire un arbre de réfutation ou alors utiliser un contre-
exemple sous la forme d’un monoide plat complété, voir proposition 2.5.9 en page 34. Par contre,
ona[E®F]=[([E]U[F]) =Il[E]UILIF] = [E]U[F]. Donc & est interprété par une union
ensembliste U et & par une intersection N. Donc ils distribuent 'un sur autre. O

Avant de nous intéresser au cas de (-)°, nous montrons tout d’abord que les interprétations
dans deux monoides préordonnés sont « les mémes » si ces monoides sont équivalents.

Définition 4.5.1 (Equivalence entre interprétations) Soit (M1, 01) et (Ma,02) deus in-
terprétations dans des monoides préordonnés. Une équivalence d’interprétations est une équi-
valence i : My = My entre les deuz monoides préordonnés qui vérifie o2(V) ~ i(c1(V)) pour
toute variable V.

Proposition 4.5.3 Soit une équivalence i : My = My et soit (-)* l'une des prétopologies
1(:) ou ()°. On note [-]; et [y les interprétations respectives correspondant au choiz de la
méme>® prétopologie (-)* pour My et Ms. Alors pour tout formule F, on a lidentité [F], =
L(IFT)-

%5 Au sens de la théorie des types [Nor 90], les prétopologies extrémales sont paramétriques en leur monoide
préordonné.
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Démonstration. Pour une variable V, on a

[V, = 02(V)* = loo(V) = li(a1(V)) = li(lor(V)) = Li([V],)

Pour les autres cas, il suffit de voir que X € M} — [i(X) € M5 est un isomorphisme entre les
quantales (MT7 ( i ')*7 g) et (M§7 ( i ')*7 g) O

4.5.2 Complétude et contre-modéles finis

On appellera sémantique des monoides préordonnés l'interprétation correspondant au
choix de la plus grande prétopologie (-)° et nous étudions dans cette section les propriétés de
complétude de cette sémantique.

La quantale (M°,(-e-)° C) peut-étre vue soit comme provenant de l’espace de phases
(M, e, (-)°), voir section 2.5 au chapitre 2, soit comme provenant de 'espace de ressources
(M, M, e, <) avec (-)S = (-)°, voir section 4.4.4.

On peut voir la sémantique des monoides ordonnés comme un cas particulier de la
sémantique des ressources, lorsque les produits et les ressources sont de méme nature.

Si on choisit une valuation o : Var — M on obtient l'interprétation suivante :

4‘Sémantique des monoides préordonnés}

[Vl £ lo(V) [A— B] = [A] —[B]

[T] & M [A& B] = [Aln[B]

[1] = le [F] = {z|[Vm,pmex<p}
[A® B] £ {z|Vm,p (me[A]e[B] <p=mex<p)}
[A®@B] £ {z|YVm,p(me[A] <petme[B] <p=mex<p)}

Théoréme 4.5.4 La sémantique des monoides préordonnés est compléte pour LLI, et posséde la
propriété des modeles finis.

Démonstration. Il suffit de montrer la propriété des modeéles finis, car elle implique la complé-
tude. Soit A une formule invalide de LLI. Alors, d’aprés le théoréme 4.4.11, il existe une quantale
finie (Q, e <) et une interprétation o : Var — Q telle que e £ [A]. On peut tout aussi bien voir
Q comme un monoide ordonné. Soit ¢/ £ ¢ une valuation dans le monoide ordonné Q et [H]’
linterprétation correspondante. D’aprés le corollaire 2.5.8, i : Q= Q° défini par i(x) £ |2 est un
isomorphisme de quantales et si V est une variable, on a [V]" = i([V]). Alors par isomorphie,
il est clair que [F]" = i([F]) pour toute formule F. En particulier, comme e % [A], on obtient
le ¢ [A]' ou encore, e & [A]’". Nous avons bien un contre-modéle fini de A. O

4.6 Sémantique a base de réseaux de Petri

Les travaux de Winskel et Engberg [Eng 90, Eng 97| ont montré qu’il existe des modéles de
LLI basés sur des réseaux de Petri. Malheureusement, les modéles qu’ils décrivent sont incomplets.
Ainsi, dans leur interprétation, les opérateurs additifs @ et & distribuent I'un sur 'autre.

Ces travaux furent le point de départ de toute notre analyse des relations entre clotures, quan-
tales et monoides ordonnés (ou réseaux de Petri.) Nous avons cherché & comprendre pourquoi ces
modéles étaient incomplets. Nous établirons que cette incomplétude n’est pas inhérente au choix
des réseaux de Petri mais a celui, trop restrictif, de la plus petite cloture (en fait prétopologie.)
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Pour cela, nous montrerons que 1’on peut voir un réseau de Petri comme une représentation
concréte mais générique d’un monoide ordonné. En choisissant la plus grande cléture, comme
dans la section précédente, on retrouve évidement la complétude ainsi la propriété des modéles
finis. Nous indiquons que ces résultats s’étendent au cas non-commutatif de LLI & la condition
d’utiliser une version non-commutative des réseaux de Petri.?

Ici, nous n’aborderons pas 'utilisation de LLI comme logique de spécification pour les ré-
seaux de Petri. A I’avenir, nous envisageons d’étudier les conséquences des nouveaux résultats
de complétude par rapport aux problémes de spécification des réseaux.

4.6.1 Les réseaux de Petri sont des monoides préordonnés

Nous rappelons les bases de la théorie des réseaux de Petri. Ils permettent de modéliser des
processus concurrents [Rei 85]. Un réseau de Petri est constitué d’un ensemble de places sur
lesquelles se trouvent des jetons. La description de la répartition des jetons sur les places est
faite par une distribution qui peut-étre vue comme un multi-ensemble de places. Les jetons
sont des ressources et la facon dont ces jetons sont produits ou consommés est décrite par un
systéme de transitions.

Définition 4.6.1 (Réseau de Petri) Soit P un ensemble formé d’éléments appelés places et
T un ensemble dont les éléments sont appelés transitions. On note M¢(P) l'ensemble des dis-
tributions qui sont des multi-ensembles finis d’éléments de P. Un réseau de Petri R est la
donnée de R = (P, T,°(-),(-)®) ot *(-) et (-)® sont deux fonctions T — M(P).

On rappelle que 'on note par + la superposition (monoidale) des distributions et par 0 la dis-
tribution vide. De fagon & ne pas alourdir les notations, nous noterons par M le monoide (libre)
des distributions M¢(P). Une transition ¢ correspond a la cléture contextuelle d’une transfor-
mation élémentaire entre distributions représentée par la paire (*¢,¢*). Ainsi nous définissons une
relation de transition [t) C M x M par :

mt)ym' ssi Jee M, m=c+°*tand m' =c+1t° (4.4)

De maniére intuitive, cela veut dire que lon peut obtenir la distribution m’ & partir de la
distribution m en effectuant une transition ¢. Cette opération consiste & enlever *t jetons de m
obtenant ainsi ¢ puis a rajouter t® jetons a ¢ arrivant ainsi & m/. Afin de distinguer les places
(éléments de P) et les distributions (multi-ensembles sur P), on dénotera par a la distribution
qui correspond & un unique jeton posé sur la place a.

Prenons par exemple le cas du réseau de Petri en figure 4.3. Dans ce réseau, nous avons par
exemple la transition t3 pour laquelle nous avons la relation m + b [t3) m + 2a pour n’importe
quel contexte m. La transition 3a [t;) a + b est possible également par contre aucune transition
a[t;) 3a(i=1,...,4) n’est possible.

Nous introduisons maintenant la cloture réflexive transitive de l’ensemble des transitions
possibles, c’est-a-dire

~ B (U{[t>| te T})* m ~m' ssim [t1) -+ [tg) m' pour une suite tq,. .., 1 (4.5)

En revenant a l’exemple figure 4.3, on peut vérifier que l'on a a ~ 3a car a [t1) a + b [t3) 3a.
On constate par contre que les transitions préservent la parité des jetons en place a. Ainsi la

%6Ceci consiste & définir les contextes non plus comme des multi-ensembles mais comme des mots qui sont les
éléments du monoide libre non-commutatif.
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Fia. 4.3 — Exemple de réseau de Petri.
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FiG. 4.4 — Comparaison des deux sémantiques.

relation a ~» 2a n’est pas vraie. La relation binaire ~» sur M est un préordre (par définition) et
est contextuellement close.

Proposition 4.6.1 Pour toutes distributions mg, m,m’ de M, si m ~ m' alors mg +m ~
mg +m'.

Démonstration. La cléture réflexive et transitive d’une relation contextuellement close est
contextuellement close. O

Corollaire 4.6.2 St R = (P,7,°(-),(-)*) est un réseau de Petri alors (M;(P),+,~>) est un
monoide préordonné.

Nous dénoterons désormais par My le monoide préordonné (Mg(P), +,~~). On pourra ob-
server que Mz est un vrai monoide, pas seulement un quasi-monoide, voir section 2.3.2 au
chapitre 2. La transformation R — Mpg nous permet de définir une sémantique pour LLI en
nous basant sur la sémantique de monoides préordonnés.

4.6.2 Interprétation de LLI

Nous considérons un réseau de Petri fixé R et son monoide préordonné associé Mp =
(M¢(P), +, ~). D’aprés les résultats de la section 4.5, en choisissant une prétopologie (-)* comme
par exemple |(-) ou (+)°, on obtient une interprétation fidele des séquents et formules de LLI,
dans la mesure ott (Mg*, (- + )%, C) est une quantale. Par exemple on peut considérer les deux
complétions possibles du réseau de Petri en figure 4.4. En notant 0, 1 et 2 les ensembles de
distributions respectifs 3N.a, (1 + 3N).a et (2 + 3N).a, et par L et T respectivement (.a et N.a,
on obtient les complétions dont les structures de treillis sont indiquées sur la figure.

Dans la suite, nous comparons les deux prétopologies « extrémales » du point de vue de la
sémantique induite pour les formules de la logique LLI.
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La sémantique initiale

Dans larticle [Eng 97| sur la sémantique de LLI a base de réseaux de Petri, les auteurs ont
en fait choisi | () pour prétopologie et développe la complétion du monoide préordonné Mz pour
obtenir U'interprétation suivante. Soit o : Var — M¢(P) une interprétation des variables :

— [La sémantique de Winskel-Engberg]

[1]2 {z|z~ 0} [T] 2 M;(P) GEY
[X] £ {z|2~ o(X)} [A—B] 2 [4] - [B]
[4® B] 2 [4]u[B] [A&B] £ [4]n[B]

[A® B] 2 {z|3a € [A],3b € [B], « ~ a + b}

Malheureusement cette sémantique est incompléte, parce que distributive. Ceci est un corol-
laire de la proposition 4.5.2 :

Proposition 4.6.3 Dans ['interprétation de LLI précédemment définie, nous avons ['identité

[A& (BaO)] = [(A& B) ® (A& O)].

D’apreés [Eng 97|, la complétude ne peut-étre retrouvée qu’a condition d’affaiblir la logique en
supprimant un des opérateurs &, @. D’une certaine maniére, ces résultats de complétude partiels
induisent en erreur. On pourrait penser que 'incomplétude provient de la nature des réseaux de
Petri, alors qu’en fait, nous allons montrer qu’elle provient du choix de la plus petite prétopologie
1(+) plutot que de la plus grande (-)°.

La nouvelle sémantique

Nous considérons donc la plus grande prétopologie (-)° sur le monoide préordonné Mg. On
se donne une valuation o : Var— M;(P) pour interpréter les variables et on obtient la sémantique
suivante :

— [Nouvelle sémantique & base de réseaux de Petri

[X] £ {z |z~ o(X)} [A— B] = [A] - [B]

[T] = M(P) [A&B] = [Aln[B]

[1] £ {z |z~ 0} [F] £ {z[Vm,pm+z~p}
[A®B] = {x|Vm,p (m+[A] +[B] ~p=m+x~ p)}

[A® BJ ; {z |Vm,p (m+[A] ~pet m+[B] ~p=m-+x~p)}

Cette nouvelle interprétation est bien str valide comme cas particulier de la sémantique des
phases par exemple. Nous montrons sa complétude et la propriété des modeéles finis dans la
section 4.6.4.

Proposition 4.6.4 (Validité) Soit A une formule valide de LL1. Pour les deuz interprétations
[-] définies respectivement par |(-) et (-)°, on a la relation 0 € [A].

Autrement dit, lorsque A est une formule valide, dans la mesure o [A] = [[A] est une
section initiale, n’importe quelle distribution réductible & 0 doit faire partie de [A].
Comparaison des deux sémantiques

On constate tout d’abord que l'interprétation de la constante F et des opérateurs ® et @ est
différente par rapport & la sémantique de Winskel. L’interprétation des variables et des opérateurs
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1, T, —o et & est par contre identique. Ceci ne veut pas dire qu’une formule de type A& B posséde
la méme interprétation dans les deux sémantiques. Il se pourrait trés bien que les interprétations
[A] et [B] soient déja différentes dans les deux sémantiques.

Revenons au réseau de Petri de la figure 4.4. On base les deux interprétations sur la valuation
o(A) £ 0, 0(B) £ a et o(B) = 2a. On obtient la méme interprétation des variables dans les
deux sémantiques, a savoir [A] = 3N.a, [B] = (1 4+ 3N).a et [C] = (2 + 3N).a. Par contre si
on considére les interprétations de la formule B @ C, on constate qu’elles différent : dans la
sémantique de Winskel, on obtient [A @ B] = [B] U [C] = ({1,2}) + 3N).a alors que dans la
nouvelle sémantique, on obtient [B @ C] = ([B] U [C])° = N.a. En effet, en remarquant que le
nombre de jetons en place a modulo 3 est préservé par les transitions ¢; et to, on constate que
pour toute distribution m il n’existe pas de distribution p telle que les transitions m + 1l.a ~» p
et m + 2.a ~ p soient simultanément possibles. Ainsi, la condition m + ({1,2} + 3N).a ~~ p est
toujours fausse et par conséquent on obtient [B & C] = N.a.

Ainsi 'opérateur @, qui peut se voir comme une disjonction dans la sémantique initiale de
Winskel, ne peut plus étre considéré comme tel. Ce point sera développé dans des travaux futurs.

4.6.3 L’universalité des réseaux de Petri

Dans cette section, nous montrons que la transformation R +— Mz qui associe son monoide
préordonné & un réseau de Petri est surjective, & équivalence prés ce qui a comme conséquence
la complétude de la nouvelle sémantique & base de réseaux de Petri, par application de la pro-
position 4.5.3.

On fixe un monoide préordonné (M, e, <). Nous allons construire un réseau de Petri R,
fini si M Test, tel que M ~ Mg. Les places de R sont les éléments de M. R est donc de
la forme (M, 7T,°(-),(-)*). L’ensemble des transitions est constitué de 5 types de transitions,
TE2TiU---UTs o les T; sont définis par le tableau :

t1€Th|alt)d pour a < b —
to €Ty |alte)b+c poura=bec 34{:? 2[&4;8
ts€Ts3 | b+clts)a poura=bec 5J —51=1%

Ainsi par exemple, il y a exactement une transition de type T; pour chaque paire (a, b) d’éléments
de M tels que a < b. Nous avons donc un réseau de Petri avec 5 types de transitions. 1l est clair
que R est fini avec un nombre fini de transitions si et seulement si M est fini.

Proposition 4.6.5 Pour toute suite a1,...,a, d’éléments de M, I’équivalence aq + - - + a, ~
aje---eaqa, estvérifiée.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur n. Pour le cas n = 0, une transition de
type Ty (resp. T5) donne 0 ~ e (resp. € ~» 0.) Le cas n+ 1 est traité par des transitions de types
Ts et T;.

Proposition 4.6.6 La relation a1 +---+a, ~ b1+ -+ by, dans R est vérifiée si et seulement
si la relation a1 e ---e0a, < bye---eb, dans M est vérifée.

Démonstration. Pour le cas seulement si, on pourra observer que les transitions de T1U- - -UT5
sont croissantes par rapport a la relation < et donc la cléture contextuelle, réflexive, et transitive
~» de 'union I’est aussi. Pour le cas si, il suffit d’utiliser une transition de type T3 et d’appliquer
la proposition 4.6.5. OJ
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Lemme 4.6.7 La fonction i : M = M(M) définie par i(a) £ a est une équivalence entre les
monoides préordonnés (M, e, <) et Mg = (Mf(M), +,~).

Démonstration. D’aprés la proposition 4.6.6, dans le cas n = m = 1, ¢ est un plongement
d’ensembles préordonnés. D’aprés 4.6.5, nous avons 1’équivalence i(ay ®---®ap) ~ a1+ -+ ay.
Pour n = 0, on obtient i(e) = 0. Pour n = 2, on obtient i(zey) = i(x)+i(y). Enfin, tout élément
de M¢(M) est de la forme ai + - - - + a,, donc i est surjective & équivalence prés et 4 est bien une
équivalence de monoides préordonnés. O

Théoréme 4.6.8 Soit (M, e, <) un monoide préordonné et R le réseau de Petri précédemment
défini par les transitions T £ Ty U--- U Ts. Alors Mg et M sont deus monoides préordonnés
équivalents. D’autre part, R est un réseau fini si ['ensemble M [’est.

Nous faisons remarquer que [Eng 97| présente une autre construction qui ne préserve pas le
caractére fini. Par cette construction on obtient toujours des réseaux de Petri infinis. Il est vrai
aussi que n’ayant pas la complétude, obtenir des modéles finis devient secondaire.

4.6.4 Complétude et propriété des modéles finis

Théoréme 4.6.9 La nouvelle sémantique & base de réseau de Petri est compléte et posséde la
propriété des modéles finis.

Démonstration. L’adéquation a déja été montrée; il suffit de montrer que toute formule inva-
lide admet un contre-modeéle fini. Soit donc F une formule invalide, d’aprés le théoréme 4.5.4,
il existe un monoide préordonné fini (M, e, <) et une interprétation o : Var — M pour laquelle
e & [F]. D’apres le lemme 4.6.8, nous considérons le réseau de Petri fini pour lequel My et
M sont équivalents, par i(x) = x. Soit o’ : Var — M¢(M) l'interprétation des variables dans
R deéfinie par o/(V) £ i(o(V)). On dénote par [-]" la nouvelle interprétation correspondante.
D’aprés la proposition 4.5.3, on a alors [F]" = |i([F]). Supposons que 0 € [F]’ par I'absurde.
Alors il existe k € [F] tel que 0 ~» i(k) = k. Or e ~ 0 donc e ~ k. Par conséquent, e < k et
comme [F] est |(-)-close, il vient e € [F], ce qui est en contradiction avec ’hypothese de départ.
Donc 0 ¢ [F]’ et nous avons un contre-modéle de F sous la forme d'un réseau de Petri fini. [

Nous avons donc montré que la sémantique des réseaux de Petri peut étre modifiée en chan-
geant de prétopologie. De cette maniére elle devient compléte et hérite également de la propriété
des modeles finis. Ces deux résultats complétent et renforcent 'étude initiale de [Eng 97| qui
porte sur les relations entre LLI et les réseaux de Petri. En fait, a4 la lumiére de notre nouvelle
interprétation, les réseaux de Petri deviennent un modéle convaincant et utile de toute la logique
intuitionniste linéaire propositionnelle, alors qu’ils ne I’étaient que pour certains fragments dans
I'interprétation initiale.

Pour compléter notre étude, il nous faut aussi aborder les conséquences de ces résultats
lorsque I’on considére LLI comme une logique pour spécifier et raisonner sur les réseaux de Petri.
C’est aussi 'un des thémes abordés par les premiéres études portant sur les relations entre LLI
et les réseaux de Petri [Bro 89, Mes 91, Lil 92, Eng 97]. Certains fragments de la logique LLI
permettent de prouver des assertions positives élémentaires et capturent également des propriétés
négatives intéressantes. Des travaux futures seront entrepris pour tirer les conséquences de la
nouvelle interprétation dans ce contexte.
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4.6.5 Exemple de contre-modéles

Nous développons maintenant un contre-modéle simple pour le séquent X
X o X & base du réseau de Petri ci-contre. Il posséde une seule place notée a et @—»H
une seule transition ¢. On définit o(X) £ a et ainsi, pour les deux sémantiques,

on obtient [X] = {m | m ~ a} = (N+1).a. On a donc [X]+[X] = (N+2).a = |2a. Ainsi, pour
n’importe quelle interprétation (-)* parmi [(-) et (-)° on obtient [X ® X] = ([X] + [X])* =
(12a)* = |2a car les sections initiales sont (-)*-closes. On en déduit que [X] ¢ [X ® X] ce qui
nous donne un contre-modéle du séquent X - X ® X.

Nous reprenons le réseau de Petri de la figure 4.4 redonné ci-
contre. Nous rappelons que nous avions les identités [A] = 3N.a, ﬁ
[B] = (14+3N).a et [C] = (24 3N).a. Nous en déduisions que dans
le cas de la nouvelle sémantique, on obtient [B @ C] = N.a. Et ainsi il s’ensuit [A& (B& C)] =
[A] N [B @ C] = 3N.a. Par contre, on obtient [A & B] = [A] N [B] = 0 et de maniére analogue,
[A& C] = 0. Ainsi, [(A& B)® (A& C)] = ([A& BJU[A& C])° = 0° = ). Par conséquent,

nous avons 13 un contre-modéle & la distributivité de & sur @ sous la forme d’un réseau de Petri.

Yy VvV YV
~
N

Le probléme de la génération automatique de contre-modéles sous la forme de réseaux de
Petri par exemple est une voie de recherche & venir. On notera cependant que contrairement &
LI, peu de régles de LLI sont inversibles et de plus, il y a en général beaucoup plus d’instances de
régles applicables que pour LI. Ceci implique que les arbres de réfutation sont bien plus larges et
par voie de conséquence, les contre-modeéles d’autant plus gros. Le calcul des séquents n’est sans
doute pas le plus adapté & la construction de contre-modéle et il faudra sans doutes se tourner
vers les réseaux de preuves |Gir 95a] ou bien vers d’autres systémes qui gérent les ressources de
maniére plus efficace a la maniére de Lolli [Cer 00].

Conclusion et perspectives

Apres avoir rappelé la syntaxe et les sémantiques algébrique et des phases de LLI, nous
introduisons une nouvelle sémantique de LLI basée sur la notion de ressource. Cette derniére
se préte trés bien & la construction de modéles syntaxiques. Ces modéles peuvent étre rendus
finis par passage au quotient. Ce quotient est construit trés naturellement & partir d’un arbre de
réfutation. Nous obtenons une preuve trés modulaire de la propriété des modéles finis, propriété
qui se transmet aux autres sémantiques de maniére tout-a-fait standard.

Cette derniére preuve met a nouveau ’accent sur la notion de réfutation comme un lien entre
une approche syntaxique de la décidabilité & travers Ianalycité d’un calcul (complet) et une
approche sémantique & travers la propriété des modéles finis. Elle permet de définir des bases
pour la construction automatique de contre-modéles méme si les problémes de complexité et de
taille subsistent dans la pratique.

Nous nous intéressons ensuite & 'analyse de modéles & base de réseaux de Petri. Nous pro-
posons une sémantique fondée sur la notion de monoide ordonné, qui est une version abstraite
de la sémantique des réseaux de Petri. Nous expliquons pourquoi la sémantique initiale de Wins-
kel [Eng 97| ne pouvait étre qu’incompléte. Il apparait que le choix de la plus grande cloture
au lieu de la plus petite permet de corriger ce défaut. Nous démontrons la complétude de cette
nouvelle sémantique ainsi que la propriété des modéles finis.

La construction automatique de contre-modeéles est I'un des principaux objectifs & venir.
Cependant, le choix de la forme des contre-modéles (quantales, espaces de ressources, réseaux de
Petri...) ou de la méthode de recherche de preuves (construction de réseaux de preuve, calcul des
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séquents...) n’est pas encore clair. L'une des principales difficultés est le probléme de la taille.
Ce probléme provient a la fois de la taille de 'espace de recherche de preuve (ou le calcul des
séquents n’est sans doutes pas le plus économe) et de la taille des modeéles qui ne stockent peut-
étre pas l'information de la maniére la plus compacte possible. Des modéles de Kripke étendus
pourraient peut-étre constituer une solution. Il est fort possible que le choix d’une méthode de
recherche de preuve ne soit pas indépendant du choix de la forme des contre-modéles.

L’adaptation des techniques développées pour LLI a la logique Bl [O’H 99| qui est une logique
mixte entre logique LI et LLI est un autre point & développer. Cependant, il n’y a, a notre
connaissance, pas encore de systéme analytique connu pour la recherche de preuve dans BI.>7 Ce
travail présente donc sans aucun doute des difficultés importantes. D’autre part, les sémantiques
algébriques de cette logique semblent aussi relativement complexes.

5TPym et O’Hearn sont parvenus & une preuve d’élimination des coupures mais dans la mesure ot les séquents
ont une structure de contextes emboités non triviale, on ne peut en déduire la décidabilité car il faut encore
prouver l'analycité du systéme.



CONCLUSION

Dans cette thése nous avons montré comment la transformation de réfutations en contre-
modéles peut étre utilisée & la fois dans le cadre d’une étude théorique, comme la preuve de la
propriété des modéles finis, et dans le cadre d’une application plus pratique comme la construction
effective de contre-modéles. Nous avons aussi utilisé avantageusement les notions de ressources et
de partage de ressources pour a la fois modéliser des systémes logiques et fournir une implantation
efficace de systémes logiques fondés sur le calcul des séquents.

Le systéme STRIP est I’aboutissement d’une étude sur le partage des ressources dans la
recherche de preuve combinée aux techniques de construction des contre-modéles & partir d’une
réfutation, et ce en logique intuitionniste.

Nous partons du systéme LJT dont nous rappelons ’analycité. Nous montrons ensuite la
co-validité du systéme par rapport & la sémantique des arbres de Kripke, ce qui nous donne &
la fois la complétude de LIT et celle de la sémantique de Kripke par rapport & LI ainsi qu’un
algorithme de construction automatique de preuves ou de contre-modeles.

Puis nous raffinons LJT en nous concentrant sur le partage des ressources, les formules logiques
dans notre cas. Deux formes distinctes de partage sont mises en ceuvre. Tout d’abord, au niveau
logique, on montre qu’il est possible de se restreindre au cas ol les séquents partagent une sous-
formule entre une hypotheése et la conclusion ce qui élimine une forme de duplication par rapport
au systéme LJT. On obtient un systéme que ’on appelle SLJ.

Puis, en représentant les séquents par des foréts ou les chemins des racines aux feuilles codent
des formules — les arétes représentant des implications logiques,— il est possible de mettre en
ceuvre une deuxiéme forme de partage, celui des formules qui se trouvent sur les nceuds internes
de la forét. On élimine ainsi la deuxiéme forme de duplication présente dans LJT. On obtient
alors un systéme appelé STRIP sans aucune duplication et cette propriété de linéarité autorise
une implantation efficace, tant du point de vue de la gestion de la mémoire (pas d’allocation
dynamique) que de la gestion du temps ('application d’une régle se fait en temps constant.)

Au niveau des perspectives, plusieurs voies sont possibles. Tout d’abord, il s’avére a 1'usage
que STRIP ne fournit pas toujours les contre-modéles les plus petits possibles : il est clair que
certaines branches de la recherche de preuve sont dupliquées. Par contre, il ne parait pas évident
a priori de supprimer ces duplications de maniére automatique mais certaines voies sont actuelle-
ment explorées. Il peut aussi étre intéressant d’étudier la généralisation des techniques de partage
a la logique intuitionniste du premier ordre ou & certaines formes de logiques intuitionnistes mo-
dales, comme la logique Lax [Ave 96, Fai 97|. Il n’est pas non plus évident que ces généralisations
soient possibles. Par contre, il semble possible d’appliquer des techniques de partages multiples
a certaines logiques intermédiaires comme la logique de Godel-Dummet. Enfin, nous envisageons
I'implantation du systéme STRIP au sein d’un outil démonstration automatique de maniére a
pouvoir extraire automatiquement un programme certifié de la preuve de complétude sémantique.

La notion de plus grande prétopologie, un cas particulier de cléture, est a 'origine d’une
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nouvelle construction de quantale comme complétion d’un monoide ordonné qui généralise la
complétion de MacNeille. Cette construction préserve au maximum la structure de quantale
(partielle) qui préexiste et permet d’obtenir des sémantiques complétes pour LLI & base de
monoides ordonnés. Les réseaux de Petri peuvent étre vus comme des représentations particuliéres
de monoides ordonnés, cette approche n’étant pas limitative : tout monoide ordonné (fini) peut-
étre représenté par un réseau de Petri (fini). Nous en déduisons un résultat de complétude pour
une nouvelle sémantique de LLI a base de réseaux de Petri qui donne un autre éclairage sur leurs
rapports avec LLI.

Nous définissons également une nouvelle sémantique fondée sur la notion de ressources. Cette
sémantique généralise les sémantiques précitées. De plus, elle se trouve étre trés adaptée a la
preuve de la propriété des modéles finis. Nous présentons une transformation simple d’un arbre
de réfutation dans Gilse en contre-modele fini sous la forme d’un espace de ressources : il s’agit du
quotient fini d’un espace de ressources syntaxique, I’arbre de réfutation nous indiquant a quelles
identifications il faut procéder. De ce résultat, combiné & analycité du systéme Gilgc découle la
propriété des modéles finis pour la sémantique des ressources et par voie de conséquence pour
toutes les autres sémantiques.

Au niveau des perspectives, il reste a explorer le probléme de la construction automatique
de contre-modéles. Le choix de représentation des contre-modéles (monoides ordonnés, réseaux
de Petri, espace de ressources...) parait crucial car une réfutation dans Gilse est un objet trés
encombrant. Encore une fois le probléme du partage des ressources risque de se poser. Il est aussi
essentiel d’étudier les propriétés de notre nouvelle sémantique par rapport aux problémes de
spécifications et de preuves de propriété des réseaux de Petri par exemple. Enfin, I’extension de la
sémantique des ressources & des logiques mélangeant des aspects intuitionnistes et intuitionnistes
linéaires, comme par exemple la logique Bl et I'adaptation des résultats obtenus pour LLI est
une autre voie pour des recherches & venir.
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Résumé

Les logiques sont de puissants outils qui permettent la spécification de systémes informatiques
et la preuve de l'adéquation de leurs implantations avec ces spécifications. Dans le cadre des
logiques sous-structurelles, nous mettons en place des outils de démonstration automatique et
de construction de contre-modéles. Ces logiques intégrent la notion de ressource : au niveau de
la recherche de preuve, la gestion des ressources permet la mise en place de procédures plus
efficaces ; au niveau de l'interprétation sémantique, la notion de ressource permet de construire
des modeéles fidéles et complets.

Nous établissons un lien entre la notion syntaxique de réfutation et la notion sémantique de
contre-modéle. Nous en déduisons des méthodes de démonstration de la propriété des modéles
finis ainsi que des algorithmes de construction de contre-modéles. En logique intuitionniste pro-
positionnelle, la gestion fine des ressources permet d’en déduire une implantation efficace de la
recherche de preuves. En logique intuitionniste linéaire, les modéles & base de ressources per-
mettent une preuve élégante de la propriété des modeéles finis. Nous établissons un lien entre la
sémantique des ressources et la sémantique & base de réseaux de Petri, ce qui permet de raffiner
les résultats de complétude partiels connus jusqu’alors.

Mots-clés: Déduction automatique et recherche de preuve, sémantique et modéles, logiques
intuitionniste et linéaire, gestion efficace des ressources.

Abstract

Logics can be used as powerful tools for specifying computer systems and proving the
soundness of their implementations with respect to these specifications. In the field of substruc-
tural logics, we develop tools and methods for automated deduction and counter-model genera-
tion. These logics involve the notion of resource : at the level of proof-search, the management
of resources enables more efficient procedures; at the semantic level, resource models provide
sound and complete interpretations.

We develop a link between the syntactic notion of refutation and the semantic notion of
counter-model. We deduce methods for proving the finite model property and algorithms for
building counter-models. In propositional intuitionistic logic, we are able to provide an efficient
implementation of a proof-search procedure, based on a fine management of resources. In intu-
itionistic linear logic, resource based models constitute the core of an elegant proof of the finite
model property. Furthermore, we establish a link between resource models and Petri net based
models, from which we improve the preceding partial completeness results.

Keywords: Automated deduction and proof search, models and semantic, intuitionistic and
linear logics, efficient resource management.



